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Vorrede. 


Selten dürfte ein Autor in betreff der Begründung des Er— 
ſcheinens ſeiner Schrift ſo wenig außer Sorgen ſein, als wir es 
bei der Herausgabe des vorliegenden „Verſuches einer Methodik 
für die Auflöſung planimetriſcher Konſtruktionsaufgaben“ ſein dürfen. 
Wir haben nicht nötig, nach kunſtreichen Redewendungen zu ſuchen, 
die uns als Begründung dienen ſollen; ſo entſchieden tritt nämlich 
die Sachlage für uns ein. 

Denn wenn wir uns in der deutſchen Litteratur der Mathematik 
vergebens nach einer Schrift umſehen, in welcher in ſyſtematiſcher 
Form eine „Methodik für die Behandlung planimetriſcher Kon— 
ſtruktionsaufgaben“ entwickelt wird, ſo dürfte jeder Verſuch, durch 
Ausfüllung dieſer Lücke den Unterricht fruchtbarer zu machen, von 
den Fachgenoſſen entſchieden gebilligt werden. 

So fruchtbar nämlich auch die einſchlägige Litteratur in Leit— 
fäden und Lehrbüchern für den ſyſtematiſchen Unterricht in der 
Geometrie genannt werden muß, in bezug auf eine ſyſtematiſche 
Methodik für die Auflöſung von Konſtruktionsaufgaben müſſen wir 
dieſelbe ſteril nennen. Weiſt dieſelbe auch eine ſtattliche Anzahl 
von Aufgabenſammlungen auf, ſo verfolgen doch die uns bekannten 


alle nur den Zweck, entweder die Schule mit hinreichendem Übungs— 
material zu verſehen, indem die Aufgaben dieſer Sammlung oft 


nach Tauſenden zählen, oder an einzelnen Beiſpielen für zuſammen— 
geſtellte Gruppen die Art der Behandlung zu zeigen. Wenn wir 


auch gern zugeben, daß die Sammlungen der letzten Art (beiſpiels— 


weiſe die von Hoffmann [Paderborn, bei Schöningh), oder die von 
Lieber und von Lühmann [Berlin, bei Simion]) ſich ſchon mehr 


einer Methodik nähern, ſo iſt dieſelbe doch nur als latent darin 
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IV Vorrede. 


enthalten zu bezeichnen; von einer wirklich ſyſtematiſchen Methodik 
kann auch hier keine Rede ſein. — 

Nun iſt es aber eine nicht wegzuleugnende Thatſache, daß die 
Leiſtungen unſerer Schulen auf dem Gebiete der Konſtruktionsaufgaben 
durchweg zu wünſchen übrig laſſen. Daher muß es Sache der Schul— 
mathematiker fein, dieſen Übelſtand in objektivſter Weiſe zu bekämpfen. 

Darum haben auch wir in zwei voraufgegangenen Schriften, die 
kürzlich in demſelben Verlage erſchienen ſind, nämlich in 1) Materialien 
zu Dreieckskonſtruktionen, nebſt Anwendung auf faſt 400 Aufgaben, 
und 2) Planimetriſche Konſtruktionsaufgaben, eine Vorſchule zu 
obigen Materialien, enthaltend 501 Aufgaben nebſt deren Löſung, 
wohlmeinend und in beſter Abſicht den Kampf gegen genannten 
unleugbaren Übelſtand aufgenommen. In der erſtern Schrift haben 
wir nach entſprechender Erweiterung des gangbaren planimetriſchen 
Syſtems faſt 400 Aufgaben mit Hilfe von aufgeſtellten Ortern 
und durch Reduktion mittels Daten und auf eine Anzahl hervor: 
ragender Reduktionsaufgaben klar und durchſichtig zur Löſung ge— 
bracht, dabei aber der eignen vollen Thätigkeit des Leſers hin— 
reichenden Spielraum gelaſſen. In der andern Schrift, planimetriſche 
Konſtruktionsaufgaben, ſind die Löſungen der ſtattlichen Anzahl von 
501 Aufgaben aufgeſtellt. Dabei haben wir das Prinzip der Löſung, 
d. i. die Methode, ſtets ſo hervorzuheben geſucht, daß dadurch dem 
aufmerkſamen Leſer eine Abſtraktion der Methodik vermittelt werden 
könnte. Denn nur durch das ſorgfältigſte Studium einer nicht zu 
kleinen Reihe von vorgeführten Auflöſungen kann man ſich für eine 
ſelbſtändige und erfolgreiche Inangriffnahme vorgelegter Kon— 
ſtruktionsaufgaben genügend vorbereiten. 

Soll aber der Schüler einer Aufgabe nicht ratlos gegenüber 
ſtehn und der Lehrer ſtets zielbewußt an die Löſung herantreten, 
ſo konnte eine bloß latente Methodik nicht genügen. Es war daher 
notwendig, die vereinzelt vorkommenden und angewandten Methoden 
zu einer ſyſtematiſchen Methodik zu vereinigen; eine Aufgabe, die 
um ſo ſchwieriger zu löſen iſt, da einerſeits nach der Natur der 
Sache eine allgemeine, für alle Aufgaben durchgreifende Methodik 
nicht aufgeſtellt werden kann, andererſeits aber bei der Aufſtellung 
die verſchiedenartigſten Rückſichten zu nehmen ſind. 

Zunächſt iſt nämlich bei der Aufſtellung einer ſyſtematiſchen 
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Vorrede. V 


Methode das Bedürfnis des Durchſchnittsſchülers gebührend zu 
berückſichtigen, da ja das Auflöſen einer geometriſchen Konftruftions- 
aufgabe nicht etwa ein Monopol des befähigteren, beſonders findig 
angelegten Schülers iſt, noch ſein ſoll; vielmehr auch der minder 
befähigte, nur mit normalen Geiſtesfähigkeiten ausgerüſtete Durch⸗ 
ſchnittsſchüler herangezogen werden kann und ſoll. 

Wenn wir dann an zweiter Stelle auch die Berückſichtigung 
des Lehrers für notwendig halten, ſo iſt dies damit begründet, daß 
derſelbe in ſeinem Bildungsgange auf der Univerſität oft keine 
Gelegenheit finden konnte, außer mit der höheren Analyſis, wie 
z. B. mit elliptiſchen und Abelſchen Integralen, mit Beta-, Gamma⸗ 
und Theta-Funktionen, der hypergeometriſchen Reihe und anderen 
ſich auch noch mit der Schulmathematik intenſiv zu beſchäftigen 
und ſeine Kenntniſſe darin zu vertiefen. Es iſt ja in der That 
leider ſehr zu beklagen, daß in dem Bildungsgange der zukünftigen 
Mathematiklehrer vielfach entweder gar keine, oder doch zu wenig 
Rückſicht auf ihren ſpäteren Beruf genommen wird. — 

Angeſichts ſolcher Schwierigkeiten haben wir allen Grund, um 
eine nachſichtige Beurteilung des vorliegenden Verſuches zu bitten; 
gleichwohl räumen wir der öffentlichen Kritik gern ein, rückhaltslos 
zu erklären, in wieweit derſelbe als gelungen gelten könne, in- 
wieweit nicht. Jedenfalls beruhigt uns das Bewußtſein, daß dieſe 
Arbeit eine Frucht des ungeſchwächten Intereſſes für die Nutzbar⸗ 
machung des mathematiſchen Unterrichtes in unſern Schulen iſt. 
Den nötigen Mut zur Abfaſſung derſelben hat uns eine autoritative, 
günſtige Beurteilung unſerer „Materialien“ gegeben. 


Cleve, 18. Juni 1889. 


F. J. Brockmann. 
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Begriff der planimetriſchen Konſtruktionsaufgabe. 
Allgemeines über ihre Löſung. 


§ 1. Während in den das planimetriſche Syſtem aufbauenden 
Lehrſätzen bewieſen wird, daß in einer Figur, in welcher Linien 
und Winkel gewiſſen Bedingungen entſprechen, infolge dieſer er: 
füllten Bedingungen auch noch andere Relationen beſtehen, (man 
denke z. B. an den Pythagoreiſchen Lehrſatz, durch den bewieſen 
wird, daß in einem Dreieck, welches einen rechten Winkel hat, das 
Quadrat über der Hypotenuſe gleich der Summe der Quadrate 
über den Katheten zuſammen iſt) verſteht man unter einer plani- 
metriſchen Konſtruktionsaufgabe die Forderung, eine Figur zu fon- 
ſtruieren, deren Seiten oder Winkel u. ſ. w. gegebenen Bedingungen 
entſprechen. (Das Wort Figur iſt hier in weiterem Sinne zu 
faſſen, indem die geſtellte Forderung ſich ebenſowohl auf Linien 
oder Winkel einer nicht geſchloſſenen als auf geſchloſſene Figuren 
beziehen kann.) Beiſpielsweiſe wäre es eine planimetriſche Kon- 
ſtruktionsaufgabe, wenn die Konſtruktion eines Quadrates gefordert 
würde, welches ſo groß ſein ſoll, wie zwei gegebene Quadrate 
zuſammen. Die Löſung dieſer Aufgabe würde ſich unmittelbar 
durch den Pythagoreiſchen Lehrſatz ergeben, indem man nur die 
Seiten der gegebenen Quadrate zu Katheten eines rechtwinkligen 
Dreiecks zu machen braucht. Die Hypotenuſe dieſes Dreiecks würde 
die Seite des geſuchten Quadrates ſein. 

Indes ſo einfach und unmittelbar, daß man nur einen ent— 
ſprechenden Lehrſatz anzuwenden braucht, geſtaltet ſich die Löfung - 
nur ſehr ſelten, z. B. bei den Fundamentalaufgaben des Syſtems. 
Die Löſung einer beliebigen Aufgabe iſt darum im allgemeinen 
ſchwieriger, da dieſelbe einerſeits die ſichere und ſtets gegenwärtige 


Kenntnis des gangbaren planimetriſchen Syſtems N das 
Brockmann, Methodik. 
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2 I. Die geometriſche Analyſis. 


in vielen Fällen noch einer entſprechenden Erweiterung bedarf, 
andererſeits aber — und das iſt der Hauptgrund der generellen 
Schwierigkeit — läßt ſich der Natur der Sache nach keine all— 
gemein gültige und durchgreifende Methode für die Löſung auf— 
ſtellen, wie das im Verlaufe unſerer Entwickelungen mehr und 
mehr klar gelegt werden wird. 

§ 2. Die für die Löſung aller Aufgaben gültige, alſo all- 
gemeine, Methodik beſchränkt ſich nämlich auf das Geſetz, nach 
welchem jede Löſung, ſoll ſie eine wiſſenſchaftlich ſtrenge ſein, vier 
Teile enthalten muß, nämlich 1) die Analyſis, 2) die Konſtruktion, 
3) den Beweis und 4) die Determination. Wie bei der Aufſtellung 
dieſer vier Teile zu verfahren iſt oder vielmehr verfahren werden 
kann, dafür wollen wir verſuchen, die gebräuchlichſten und zweck— 
mäßigſten Methoden auseinander zu ſetzen und dieſe durch Beiſpiele 
illuſtrieren. 


I. Die geometriſche Analyfis. 


§ 3. Die Analyſis, der Kern der ganzen Löſung, geht davon 
aus, daß ſie annimmt, es ſei das in der Aufgabe Geforderte kon— 
ſtruiert, und entwirft zunächſt eine entſprechende Figur, welche 
zweckmäßig die analytiſche Figur genannt werden kann. Alsdann 
ſucht man aus dieſer Vorausſetzung unter Anwendung von zweck⸗ 
mäßigen Hilfskonſtruktionen und einſchlägiger Lehrſätze Schlüſſe 
auf geometriſche Thatſachen zu machen, die entweder unmittelbar 
konſtruiert werden können, ſo daß ſich daraus das Geforderte der 
Aufgabe als Folge ergiebt, oder doch eine Zurückführung (Re— 
duktion) auf frühere Konſtruktionen geſtatten. 

Um hierbei eine analytiſche Figur zu erhalten, welche den 
geſtellten Forderungen möglichſt entſpricht, empfiehlt es ſich, die 
gegebenen Stücke ſo zu nehmen, wie dieſelben in der vorher ent: 
worfenen analytiſchen Figur vorkommen. Beſonders hat man ſich 
beim Entwerfen der analytiſchen Figur vor Zufälligkeiten zu hüten; 
man ſoll kein gleichſchenkliges oder rechtwinkliges Dreieck entwerfen, 
wenn ein allgemeines Dreieck gefordert wird, um nicht Verhältniſſe 
und Thatſachen in die Figur zu bringen, welche für den vorliegenden 
Fall nicht zutreffen und daher nur zu verwirrenden Schlußfolge— 
rungen führen könnten. 
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§ 4. In den ſeltenſten Fällen jedoch gelangt man durch Auf— 
findung einer bezüglichen geometriſchen Thatſache an der analytiſchen 
Figur zu einer abgeſchloſſenen Analyſis. In den andern (meiſten) 
Fällen hat man die gebräuchlichen Hilfsmittel für die Analyſis 
anzuwenden, deren es hauptſächlich zwei giebt, nämlich 1) die geo— 
metriſchen Orter, 2) die Reduktion. 

§ 5. Da in den meiſten Fällen bei Aufgaben von nicht 
komplizierter Art die Analyſis durch Beſtimmung eines oder 
mehrerer Punkte abgeſchloſſen werden kann, (auch wenn die Kon— 
ſtruktion eines Kreiſes oder einer Geraden, eines Dreiecks oder 
eines Polygons verlangt wird,) ſo macht man in vielen Fällen 
von dem Hilfsmittel der geometriſchen Orter Gebrauch, was wir 
als Anwendung der „Methode durch geometriſche Orter“ be— 
zeichnen wollen. 

Unter einem geometriſchen Orte (oder ſchlechtweg Orte) für 
einen Punkt verſteht man im ſtrengen wiſſenſchaftlichen Sinne die 
Geſamtheit aller Punkte, welche eine verlangte Eigenſchaft beſitzen; 


für die geometriſche Analyſis erweitert man dieſen Begriff und 


verſteht unter demſelben jede Gerade oder jede Kreisperipherie, 
in welcher jener Punkt gemäß einer beſtimmten Eigenſchaft liegen 
muß. Vermag man aus den Bedingungen der Aufgabe für einen 
geſuchten Punkt zwei Orter zu beſtimmen, ſo iſt der Durchſchnitts— 
punkt dieſer beiden Orter der geſuchte Punkt, ſo daß man, wenn 
beide Orter Gerade ſind, einen, wenn aber ein Ort oder beide 
Orter Kreiſe find, zwei Punkte (im allgemeinen) erhält, welche die 
geſtellten Bedingungen erfüllen. — Durch die oben angegebene 
Erweiterung des Begriffs „geometriſcher Ort“ gewinnt derſelbe 
erſt ſeine Fruchtbarkeit für die geometriſche Analyſis, da man in 
vielen Fällen den Ort eines Punktes im engeren Sinne mit Lineal 
und Zirkel gar nicht konſtruieren kann. 

§ 6. Die vorhin in dem erweiterten Begriffe des geometriſchen 
Ortes aufgeſtellte Beſchränkung auf eine Gerade und eine Kreis— 
peripherie iſt durchaus nicht willkürlich, ſondern eine wiſſenſchaftlich 
begründete Notwendigkeit. Denn die Geometrie kennt nur zwei 
Poſtulate, oder, was dasſelbe iſt, ſie giebt nur zwei Konſtruktionen 
als unmittelbar möglich zu, nämlich 1) zwei Punkte durch eine 


Gerade zu verbinden, und 2) um einen gegebenen Punkt mit einer 
* 1* 
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begrenzten Geraden als Radius einen Kreis zu beſchreiben. Daraus 
folgt notwendig, daß nur eine Gerade oder eine Kreisperipherie 
in den geometriſchen Konſtruktionen als Orter auftreten können. 
In dieſem Sinne iſt auch bei den Konſtruktionen der Gebrauch 
zweier mechaniſchen Hilfsmittel geſtattet, des einfachen Lineals und 
des einfachen Zirkels, welche beiden Inſtrumente der ſtete reale 
Ausdruck jener beiden Poſtulate ſind. Eine Aufgabe, welche ſich 
nicht mit Hilfe dieſer Poſtulate oder der beiden genannten Inſtru— 
mente löſen läßt, gilt als geometriſch unlösbar, wie z. B. die 
Dreiteilung eines beliebigen Winkels, die Quadratur des Kreiſes 
und die deliſche Aufgabe, welche fordert, aus der Kante eines ge— 
gebenen Würfels die Kante des doppelt ſo großen Würfels zu 
konſtruieren. 

§ 7. Der Ort für einen geſuchten Punkt läßt ſich nun ent- 
weder aus den Bedingungen der Aufgabe unmittelbar ableiten, 
oder derſelbe muß anderweitig aufgeſucht werden. In dieſem Falle 
verbinde man den geſuchten Punkt mit einem bekannten Punkte 
der analytiſchen Figur, oder ziehe durch ihn ein Lot oder eine 
Parallele zu einer bekannten Geraden, betrachte die ſo gezogenen 
Geraden als Ort und ſuche dieſelben unter Anwendung einſchlägiger 
Lehrſätze zu konſtruieren. Durch den gegebenen Punkt, womit man 
den geſuchten verbindet, oder durch die gegebenen Geraden, wozu 
man durch jenen ein Lot oder eine Parallele zieht, iſt jedenfalls 
eine Eigenſchaft des geſuchten Ortes gegeben. Zur wirklichen Be— 
ſtimmung des geſuchten Punktes bedarf es dann nur noch einer 
zweiten konſtruierbaren Eigenſchaft. 

§ 8. Iſt aber in der analytiſchen Figur kein Punkt unmittelbar 
gegeben, durch deſſen Verbindung mit dem geſuchten Punkte ſich 
ein Ort für dieſen ergeben würde, ſo wähle man dazu einen leicht, 
etwa mit Hilfe der Elementaraufgaben konſtruierbaren Punkt, z. B. 
die Mitte einer bekannten Strecke, oder den Punkt, welcher eine 
bekannte Strecke nach bekanntem Verhältnis teilt, oder den End— 
punkt einer um ſich ſelbſt verlängerten Strecke oder dergl. 

§ 9. Als fernerer Weg, entweder unmittelbar einen geſuchten 
Punkt zu beſtimmen, oder doch die Beſtimmung eines notwendigen 
Ortes zu vermitteln, iſt die Ausführung der in den Bedingungen 
der Aufgabe enthaltenen Beziehungen von Linien an der analytiſchen 


http://rcin.org.pl 


I. Die geometriſche Analyſis. 5 


Figur zu empfehlen, wie z. B. der Summe oder Differenz zweier 
Linien, oder ihres Verhältniſſes. Letzteres überträgt man, wenn 
möglich, auf eine andere bekannte Gerade. Bei der Konſtruktion 
der Summe oder Differenz zweier Geraden iſt zu unterſcheiden, 
ob dieſelben von einem Punkte ausgehen oder nicht. Im erſtern 
Falle ſtellt man die Summe dar, indem man die eine um die 
andere über dieſen Punkt hinaus verlängert, die Differenz, indem 
man von dieſem gemeinſchaftlichen Punkte aus die eine von der 
andern abträgt. Man kann hierbei auch (geometriſch) die größere 
von der kleineren abtragen, indem man dieſe verlängert, bis ſie 
gleich der größeren wird. 

Gehen aber die Linien nicht von einem Punkte aus, ſo mache 
man dieſelben Konſtruktionen von einem Punkte aus, in welchem 
die eine von ihnen durch irgend eine Gerade begrenzt wird, z. B. 
von einem Fußpunkte der einen, wenn ſie eine Senkrechte iſt, 
oder dergl. 

Kommt die Summe (oder Differenz) der Quadrate zweier 
Linien oder ihr Produkt (Rechteck) unter gegebenen Bedingungen 
vor, ſo ſtelle man letzteres durch Übertragung auf andere Linien 
dar und zwar am beſten auf grund des Sehnen- und Sekanten⸗ 
ſatzes beim Kreiſe oder mittels Anwendung der Proportionen beim 
rechtwinkligen Dreiecke, erſteres auf grund des Pythagoreiſchen 
Lehrſatzes. Die Differenz zweier Quadrate wird häufig zweckmäßig 
als das Rechteck aus der Summe und der Differenz der Seiten 
dargeſtellt. In beſonderen Fällen iſt man jedoch der beſonderen 
Darſtellung dieſer Beziehungen überhoben, wenn ſich dieſelben 
nämlich, wie häufig bei Kreis- und Dreiecksaufgaben, ſchon in der 
analytiſchen Figur dargeſtellt vorfinden, in welchen Fällen nur eine 
Übertragung erforderlich iſt. 

$ 10. Hier mögen die Sätze über geometriſche Orter eine 
Stelle finden, welche zur Aufſtellung einer Analyſis am häufigſten 
Anwendung finden und bei einer großen Zahl von Aufgaben ein— 
facherer Art zur Vollendung derſelben für ſich ausreichend ſind. 
Die hauptſächlichſten ſind: 

1) Der geometriſche Ort für alle Punkte, welche von 
einem feſten Punkte eine gegebene Entfernung haben, iſt 
eine Kreisperipherie, welche mit der gegebenen Ent— 
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fernung als Radius um den feſten Punkt als Mittelpunkt 
beſchrieben iſt. 

Oder 

2) der geometriſche Ort für die Mittelpunkte der 
Kreiſe, welche, mit einem gegebenen Radius beſchrieben, 
durch einen feſten Punkt gehen, iſt eine mit dem gegebenen 
Radius um den feſten Punkt beſchriebene Kreisperipherie. 

Die Beweiſe ergeben ſich unmittelbar aus der Definition des 
Kreiſes. 

3) Der geometriſche Ort für die Punkte gleicher Ent— 
fernung von zwei feſten Punkten iſt das in der Mitte der 
Verbindungslinie der beiden feſten Punkte zu dieſer er— 
richtete Lot. 

Beweis leicht durch Kongruenz. 

4) Der geometriſche Ort für die Punkte gegebener 
Entfernung von einer gegebenen Geraden iſt eine in der 
gegebenen Entfernung zu dieſer gezogene Parallele. 

Beweis. Parallelen zwiſchen Parallelen ſind einander gleich. 

Zuſatz. Der parallele Ort kann auf beiden Seiten der ge— 
gebenen Geraden liegen. 

5) Der geometriſche Ort für die Punkte gleicher Ent— 
fernung von zwei Geraden iſt die den Winkel der Geraden 
halbierende Gerade. 

Beweis leicht durch Kongruenz. 

Zuſatz. Die Geraden bilden zwei Winkel miteinander. 

6) Der geometriſche Ort für die Spitze eines recht— 
winkligen Dreiecks mit gegebener Hypotenuſe als Grund— 
linie iſt die Kreisperipherie, deren Diameter die gegebene 
Hypotenuſe iſt. 

Beweis. Der Winkel im Halbkreis iſt ein rechter. 

7) Der geometriſche Ort für die Mittelpunkte aller 
Sehnen eines Kreiſes von gegebener Größe iſt die 
Peripherie eines mit dieſem Kreiſe konzentriſchen Kreiſes, 
deſſen Radius gleich der Entfernung einer Sehne von der 
gegebenen Größe von dem Mittelpunkte des Kreiſes iſt. 

Beweis. Das Lot vom Mittelpunkt auf die Sehne halbiert 
dieſe; und O. 6. 
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8) Der geometriſche Ort für die Mittelpunkte der 
Kreiſe, welche eine Gerade in einem gegebenen Punkte 
berühren, iſt das in dieſem Punkte zur Geraden er— 
richtete Lot. 

Beweis. Das Lot im Berührungspunkt zur Tangente geht 
durch den Mittelpunkt. 

9) Der geometriſche Ort für die Punkte, aus welchen 
an einen gegebenen Kreis Tangenten von gegebener Größe 
gezogen werden können, iſt eine mit der gegebenen kon— 
zentriſche Kreisperipherie, deren Radius die Hypotenuſe 
des rechtwinkligen Dreiecks iſt, deren Katheten der Radius 
des gegebenen Kreiſes und die gegebene Länge der Tan— 
genten ſind. 

Beweis einfach. 

10) Der geometriſche Ort für die Mittelpunkte der— 
jenigen Kreiſe, welche einen gegebenen Kreis in einem 
gegebenen Punkte berühren, iſt der durch dieſen Punkt 
gehende und eventuell verlängerte Durchmeſſer. 

Beweis. Wenn zwei Kreiſe einander berühren, ſo liegt der 
Berührungspunkt auf der Centrale. 

Zuſatz. Zwei Orter! 

11) Der geometriſche Ort für die Mittelpunkte der 
Kreiſe mit gegebenem Radius, welche einen andern ge— 
gebenen Kreis berühren, iſt ein mit dem gegebenen kon— 
zentriſcher Kreis, deſſen Radius entweder gleich der 
Summe oder der Differenz der beiden Radien iſt 

Beweis. Iſt die Centrale zweier Kreiſe der Summe oder 
der Differenz ihrer Radien gleich, ſo berühren ſich die Kreiſe. 

12) Der geometriſche Ort für die Mittelpunkte der 
Kreiſe, welche zwei gegebene konzentriſche Kreiſe berühren, 
iſt ein dritter konzentriſcher Kreis, deſſen Radius ent— 
weder der halben Summe oder der halben Differenz der 
gegebenen Kreiſe gleich iſt. 

Beweis ganz ähnlich wie bei 11. 

13) Der geometriſche Ort für die Punkte, für welche 
die Summe der Quadrate der Entfernungen von zwei 
gegebenen Punkten eine gegebene iſt, iſt ein Kreis, 
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deſſen Mittelpunkt die Mitte der Verbindungslinie jener 
Punkte iſt. 

Beweis. Die Summe der Quadrate zweier Dreiecksſeiten iſt 
um das halbe Quadrat der dritten Seite größer als das doppelte 
Quadrat der zur dritten Seite gehörenden Mittellinie. 

14) Der geometriſche Ort für die Punkte, für welche 
die Differenz der Quadrate der Entfernungen von zwei 
gegebenen Punkten eine gegebene iſt, iſt ein Lot zu der 
Verbindungslinie jener Punkte. 

Beweis. Die Differenz der Quadrate zweier Dreiecksſeiten 
iſt gleich der Differenz der Quadrate ihrer Projektionen auf die 
dritte. 

15) Der geometriſche Ort für die Spitzen aller Drei— 
ecke mit gegebener Grundlinie und gegebenem Winkel an 
der Spitze iſt ein Kreisbogen über der Grundlinie als 
Sehne, an deſſen Peripherie ein Winkel liegt, welcher 
dem gegebenen Winkel an der Spitze gleich iſt. 

Beweis. Peripheriewinkel auf demſelben Bogen ſind gleich. 

16) Der geometriſche Ort für alle Punkte, welche von 
zwei parallelen Geraden gleiche Entfernung haben, iſt 
die in der Mitte zwiſchen ihnen liegende Parallele, die 
Mittelparallele. 

Beweis leicht. 

17) Der geometriſche Ort für die Mittelpunkte der 
von einem gegebenen Punkte aus bis an eine gegebene 
Gerade gezogenen Geraden iſt die zur gegebenen Geraden 
gezogene Parallele, welche den Abſtand des Punktes von 
ihr halbiert. 

Beweis. Die Parallele durch die Mitte einer Dreiecksſeite 
zu einer zweiten halbiert auch die dritte. 

18) Der geometriſche Ort für die Endpunkte der ge— 
raden Linien, welche von einem Punkte aus gezogen durch 
eine gegebene Gerade halbiert werden, iſt die Parallele 
zur gegebenen Geraden, welche gleichen Abſtand von ihr 
hat, wie der gegebene Punkt. 

Beweis wie bei 17. 

19) Der geometriſche Ort für die Endpunkte der Ge— 
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raden, welche von einem Punkte aus bis an eine gegebene 
Gerade gezogen in dieſem Punkte halbiert werden, iſt 
die zur gegebenen Geraden im doppelten Abſtande des 
Punktes gezogene Parallele. 

Beweis wie vorhin. 

20) Der geometriſche Ort für die Mittelpunkte der 
Kreiſe mit gegebenem Radius, welche eine gegebene Ge— 
rade unter einer gegebenen Sehne ſchneiden, iſt eine 
Parallele zur gegebenen Geraden in der Entfernung der 
gegebenen Sehne vom Mittelpunkte eines mit dem ge- 
gebenen Radius beſchriebenen Kreiſes. 

Beweis. Sehnen eines Kreiſes ſind gleich, wenn ſie gleiche 
Entfernung vom Mittelpunkte desſelben haben. 

Zuſatz. Zwei Orter! 

21) Der geometriſche Ort für die Mittelpunkte der 
Kreiſe von gegebenem Radius, welche einen gegebenen 
Kreis unter einer gegebenen Sehne ſchneiden, iſt ein zum 
gegebenen konzentriſcher Kreis, deſſen Radius gleich der 
Summe oder der Differenz der Abſtände der gegebenen 
Sehne vom Mittelpunkte iſt, welche man erhält, wenn 
man dieſelbe in den gegebenen Kreis und in einen mit 
dem gegebenen Radius beſchriebenen Kreis abträgt. 

Beweis ergiebt ſich leicht. 

22) Der geometriſche Ort für die Punkte, deren Ent— 

Sig. 1. fernungen von 
X zwei feften Bunt 
SER Dt ten ein gegebenes 


„ Verhältnis haz 

N 8 ben, iſt ein Kreis, 

pins . | deſſen Diameter 
We — — er A 

B 2 die Entfernung 

5 der beiden Punkte 

be ift, in welchem die 

= “a Entfernung der 


feſten Punkte in⸗ 
nerlich und äußerlich nach jenem Verhältnis geteilt wird. 
Beweis. Liegen die Punkte C und C' fo auf AB, daß 
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AC:BC= AC’: BO’ mn iſt, und ift X ein Punkt in der 
Peripherie des Kreiſes über CC’ als Diameter, deſſen Mittel- 
punkt O, ſo ergiebt ſich aus 

40“ : AC= BC’: BC zunädjt 

40: 200 = BC: 230, und hieraus 

A CO= COs BQ. 

Nun ijt CO = XO, alſo AO: XO XO: BO, woraus 
folgt, daß A AXO~ BXO, folglich iſt < XO = A, alſo 
AXC = BXC, woraus nach bekanntem Lehrſatze der Planimetrie 
ſich ergiebt, daß AX: BX = AC: BC= m:n iſt. 

Zuſatz. Iſt m x, jo tritt ftatt dieſes Ortes O. 3 auf. 

§ 11. Die Anwendung vorſtehender Sätze über die gebräuch— 
lichſten geometriſchen Orter, welche wir bei ſpäterer Bezugnahme 
als O. 1, 2 u. ſ. w. bezeichnen werden, möge an einigen Aufgaben 
näher gezeigt werden. 

Aufgabe 1. Ein Dreieck zu konſtruieren, wenn eine 
Seite desſelben und die zu dieſer Seite gehörige Höhe 
und Mittellinie gegeben ſind. 

Oder ein Dreieck zu konſtruieren aus a, h, und ma. 

Analyſis. Da durch die eine gegebene Seite a (oder BC) 
die beiden Ecken B und C des Dreiecks gegeben find, wenn man 
nur eine Gerade BC =a hinlegt, jo fehlt zur Konſtruktion nur 
noch die Beſtimmung der dritten Ecke A. Nun iſt durch die ge- 
gebene Höhe 7 die Entfernung des Punktes A von BC, durch 
die gegebene Mittellinie aber die Entfernung des Punktes 4 von 
der Mitte von BC gegeben. Man kann daher nach O. 4 und 
O. 1 je einen Ort für 4 konſtruieren. Der Durchſchnitt beider 
Orter giebt den Punkt A, wodurch man das ganze Dreieck ABC 
erhält. 

Aufgabe 2. Durch einen Punkt in einen Kreis eine 
Sehne von gegebener Größe zu legen. 

Analyſis. Es iſt durch den gegebenen Punkt eine Tangente 
an den nach O. 7 konſtruierten Kreis zu ziehen. 

Aufgabe 3. Einen Kreis zu konſtruieren, der zwei 
einander durchſchneidende Gerade berührt und deſſen 
Mittelpunkt auf einer gegebenen Geraden oder Kreis— 
peripherie liegt. 
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Analyſis. Durch die gegebene Gerade oder Kreisperipherie, 
worauf der Mittelpunkt des geſuchten Kreiſes liegen ſoll, iſt un— 
mittelbar ein Ort für den Mittelpunkt gegeben. Ein zweiter Ort 
ergiebt ſich nach O. 5. Der Radius des geſuchten Kreiſes iſt das 
Tot von dem durch die zwei Orter beſtimmten Mittelpunkte auf 
eine der gegebenen Geraden. 

Aufgabe 4. Einen Kreis zu konſtruieren, welcher durch 
einen gegebenen Punkt geht und eine gegebene Gerade 
in einem gegebenen Punkte berührt. 

Analyſis. Soll der geſuchte Kreis durch P gehen und die 
Gerade MN in A berühren, jo ijt nach O. 8 das in A zu MN 
errichtete Lot ein Ort für den geſuchten Mittelpunkt X. Da nun 
auch XP = XA fein muß, fo erhält man einen zweiten Ort für 
X nach O. 3. 

Aufgabe 5. Einen Kreis zu konſtruieren, welcher durch 
einen gegebenen Punkt geht und einen anderen gegebenen 
Kreis in einem gegebenen Punkte berührt. 

Analyſis durch Anwendung von O. 10 und 3. 

Aufgabe 6. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu 
beſchreiben, welcher durch einen gegebenen Punkt geht 
und eine gegebene Gerade berührt. 

Analyſis durch Anwendung von O. 2 und 4. 

Aufgabe 7. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu 
beſchreiben, welcher zwei gegebene Geraden berührt. 

Analyſis. Wegen der geforderten Berührung findet O. 5 
Anwendung, wegen des gegebenen Radius O. 4. 

Aufgabe 8. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu 
beſchreiben, welcher durch einen gegebenen Punkt geht 
und einen andern gegebenen Kreis berührt. 

Analyſis. Der eine Ort iſt nach O. 2 ein Kreis um den 
gegebenen Punkt mit dem gegebenen Radius; der andere nach 
O. 1 ein mit dem gegebenen konzentriſcher Kreis mit einem Radius, 
der gleich der Summe zweier bekannten Radien iſt. 

Aufgabe 9. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu 
beſchreiben, welcher eine gegebene Gerade und einen ge— 
gebenen Kreis berührt. 
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Analyſis. Durch den gegebenen Radius iſt mit Rückſicht 
auf die Berührung der Geraden für den Mittelpunkt des gefor- 
derten Kreiſes ein Ort nach O. 4 gegeben, mit Rückſicht auf die 
Berührung des Kreiſes aber ein ſolcher nach O. 11. 

Aufgabe 10. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu 
konſtruieren, welcher zwei gegebene Kreiſe berührt. 

Analyſis. Für den Mittelpunkt des geſuchten Kreiſes laſſen 
ſich nach O. 11 leicht zwei Orter beſtimmen. 

Aufgabe 11. Einen Kreis zu konſtruieren, welcher 
durch einen gegebenen Punkt geht und zwei parallele 
Gerade berührt. 

Analyſis durch Anwendung von O. 16 und O. 2 einfach. 

Aufgabe 12. Einen Kreis zu konſtruieren, welcher 
durch einen gegebenen Punkt geht und eine Gerade in 
einem gegebenen Punkte berührt. 

Analyſis. Die letztere Bedingung giebt einen Ort für den 
geſuchten Mittelpunkt nach O. 8; Anwendung von O. 3 giebt einen 
zweiten Ort. 

Aufgabe 13. Einen Kreis zu konſtruieren, der zwei 
parallele Gerade und einen gegebenen Kreis berührt. 

Analyſis. Außer nach O. 16 ergiebt ſich, da der Radius 
des geſuchten Kreiſes leicht abzuleiten iſt, für den Mittelpunkt 
noch ein zweiter Ort nach O. 11. 

Aufgabe 14. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu 
beſchreiben, der durch einen gegebenen Punkt geht und 
einen andern Kreis unter einer gegebenen Sehne ſchneidet. 

Analyſis. Für den geſuchten Mittelpunkt ergiebt ſich aus 
erſterer Bedingung ein Ort nach O. 2, aus der andern nach O. 21. 

Aufgabe 15. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu 
beſchreiben, welcher eine gegebene Gerade berührt und 
eine andere unter einer gegebenen Sehne ſchneidet. 

Analyſis durch Anwendung von O. 4 wegen der erſtern 
Bedingung; wegen der zweiten Bedingung wende man O. 21 in 
einer für den vorliegenden Fall leicht erkennbaren Modifikation an. 

Aufgabe 16. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu 
beſchreiben, der einen von zwei gegebenen Kreiſen berührt 
und den andern unter einer gegebenen Sehne ſchneidet. 
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Analyſis. Ein Ort für den geſuchten Mittelpunkt wird 
nach O. 11, der andere nach O. 21 beſtimmt. 

Aufgabe 17. Einen Kreis zu beſchreiben, der zwei 
parallele Gerade jede unter einer gegebenen Sehne 
ſchneidet und dabei durch einen gegebenen Punkt geht. 

Analyſis. Wenn man in einem beliebigen Punkte zu den 
gegebenen Parallelen das gemeinſchaftliche Lot zieht und von den 
Fußpunkten desſelben auf jeder Parallele nach beiden Seiten die 
halbe entſprechende Sehne abträgt, jo ift die Entfernung des Mittel- 
punktes des Kreiſes, den man durch die vier Endpunkte der ab— 
getragenen Sehnen legen kann, von einem dieſer Endpunkte der 
Radius des geſuchten Kreiſes und die Parallelle durch deſſen Mittel— 
punkt zu den gegebenen Parallelen der eine Ort für den Mittel— 
punkt des geſuchten Kreiſes. Der andere Ort ergiebt ſich mittels 
des gefundenen Radius nach O. 2. 

Aufgabe 18. Von einem Punkte außerhalb eines 
Kreiſes an dieſen eine Sekante zu ziehen, welche von der 
Peripherie desſelben halbiert wird. 

1. Analyſis. It AX] die verlangte Sekante, welche in 
X halbiert wird, und N der Mittelpunkt des gegebenen Kreiſes, 
fo läßt ſich auf dem Orte MX (für den Punkt X) der Punkt B 
beſtimmen, wenn man MX bis B um ſich ſelbſt verlängert. Zieht 
man dann AB, fo it 45 = MX. Dadurch erhält man aber 
für B zwei Orter nach O. 1, da die Entfernungen BA und MB 
durch den Radius des Kreiſes gegeben find. Iſt aber 5 beſtimmt, 
jo giebt die Verbindungslinie MB den Punkt X und die ganze 
Sekante AX F. 

2. Analyſis. Man erhält auch einen zweiten Ort für X 
(der eine Ort iſt unmittelbar durch den Kreis gegeben), wenn man 
es mit der Mitte C von AM verbindet, wobei ſich ergiebt, daß 
XC gleich der Hälfte des Radius des gegebenen Kreiſes iſt. 

3. Analyſis. Eine dritte Ortsbeſtimmung für X ergiebt 
ſich durch folgende Betrachtung. Schneidet der durch 4 gezogene 
Diameter den gegebenen Kreis in D und E, und man verbindet 
X mit der Mitte F von AD und mit der Mitte G von AL, 
fo ijt XF || YD, und XG YE, alſo & FXG = IR. Daraus 
ergiebt ſich für X, da F und G gegeben find, ein Ort nach O. 6. 
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4. Analyſis. Auch kann man für Y einen zweiten Ort 
leicht beſtimmen. Zieht man nämlich den Diameter YMTZ und 
verbindet 7 mit A, jo ergiebt ſich, da & XXI = 1A iſt, daß 
AT gleich dem Diameter des gegebenen Kreiſes. Es iſt alſo 7 
zu beſtimmen und 7M giebt Y. 

Aufgabe 19. Durch einen Punkt in der Peripherie 
des inneren zweier konzentriſchen Kreiſe in den äußeren 
eine Sehne zu legen, welche durch die Peripherie des 
inneren Kreiſes in drei gleiche Teile geteilt wird. 

Iſt A der gegebene Punkt und die Sehne BACD fo ge 
zogen, daß BA = AC=CD iſt, fo ergiebt fic) folgende 

Analyſis. Verbindet man den Mittelpunkt M mit A und 
verlängert dieſe Verbindungslinie über A um fich ſelbſt bis E, jo 
iſt LB gleich dem kleineren Radius, LC gleich dem größeren, 
woraus nach O. 1 ſowohl für B als auch für C ein zweiter Ort 
beſtimmt werden kann, da ja für beide Punkte ein erſter Ort 
durch die Kreisperipherie ſelbſt gegeben iſt. 

Aufgabe 20. Durch einen Durchſchnittspunkt zweier 
Kreiſe in den einen eine Sehne zu legen, welche durch 
die Peripherie des andern halbiert wird. 

Iſt A der betreffende Durchſchnittspunkt der beiden Kreiſe 
um M und M., jo erhält man folgende 

1. Analyſis. Die Sehne AB möge in den Kreis um M 
gelegt und in C auf der Peripherie des Kreiſes um M, halbiert 
fein. Verbindet man M mit C, fo iſt < MCA = 1ER, daher 
ergiebt fic) ein Ort für C nach O. 6 als Halbkreis über dem 
Radius AM als Durchmeſſer. 

2. Analyſis. Verlängert man MC, bis fie die Peripherie 
des Kreiſes M, zum zweiten Male in Y ſchneidet, jo ijt 4M. D 
Diameter, da & 400 = 1 R. Der zweite Ort DM für C ift 
alſo konſtruierbar. 

3. Analyſis. Verbindet man C mit der Mitte E von AM, 
jo iſt HC gleich 1A, woraus ſich nach O. 1 ein Ort für C 
beſtimmen läßt. 

4. Analyſis. Verbindet man D (j. 2. Analyſis) mit B, fo 
iſt DB = AD = Diameter des Kreiſes M., woraus ſich nach 
O. 1 ein Ort für B beſtimmen läßt. 


http://rcin.org.pl 


I. Die geometriſche Analyſis. 15 


Aufgabe 21. Zwiſchen die Katheten eines rechtwink— 
ligen Dreiecks eine gegebene Strecke ſo zu legen, daß ſie 
von der Hypotenuſe halbiert wird. 

Analyſis. Liegt die gegebene Strecke DE =a jo zwiſchen 
den Katheten AB und AC, daß fie durch die Hypotenuſe BC 
in F halbiert wird, und man zieht durch F die Parallelen FG 
und FH zu AB und AC bis in AC und AB, fo ergiebt ſich 
leicht die Kongruenz der Dreiecke FAHD und FGE; daraus aber, 
daß GE = HEF = AG ijt, woraus ſich wiederum die Kongruenz 
von FAG und FEG ergiebt. Aus dieſer Kongruenz folgt aber, 
daß FA = ta iſt, woraus fic) nach O. 1 für F der zweite Ort 
ergiebt. 

Zuſatz. Unmittelbarer ergiebt ſich, daß FA = Ya aus dem 
Umſtande, daß DE Hypotenuſe wird und nach dem Satze über 
den Winkel im Halbkreis die Mitte der Hypotenuſe von ihren 
Endpunkten und dem Scheitel des rechten Winkels gleich weit ent- 
fernt iſt. 

Aufgabe 22. Von zwei Punkten außerhalb eines Kreiſes 
an dieſen zwei Sekanten zu ziehen, von denen die eine 
die andere rechtwinklig ſchneidet und halbiert. 

Analyſis. Wird von den beiden zu einander rechtwinkligen 
Sekanten PA und P’B die letztere durch die erſte halbiert, jo 
ergiebt ſich leicht, daß PP’ = PB iſt. Hieraus ergiebt ſich für 
B ein zweiter Ort nach O. 1. 

Aufgabe 23. Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei 
Seiten und einer zugehörigen Mittellinie. (Etwa aus 
a, b und m,.) 

Analyſis. Durch l a find die Ecken B und C des Dreiecks 
gegeben. Für die Mitte D der Seite CA erhält man nach 
O. 1 zwei Orter, den einen, weil B = m,, den andern, weil 
CD = ub iſt. Ecke A ergiebt fic) dann leicht. 

Aufgabe 24. Ein Dreieck zu fonjtruieren aus einer 
Seite, einem anliegenden Winkel und der Höhe von dem 
Scheitel dieſes Winkels aus. (Aus a, B und 7.) 

Analyſis. Durch die Seite a find die beiden Ecken B und 
C des Dreiecks gegeben; durch den Winkel 5 die Richtung der 
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Seite BA, welche zugleich der eine Ort für die Ecke A iſt; der 
andere Ort iſt die aus C an den um B mit dem Radius h, be- 
ſchriebenen Kreis gezogene Tangente. 

Aufgabe 25. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem gegenüber liegenden Winkel und einer zu 
einer andern Seite gehörigen Mittellinie. (Aus a, <A 
und m,.) 

Analyſis. Durch die Seite a find die beiden Ecken 5 und 
(des Dreiecks gegeben. Für die dritte Ecke A erhält man zu— 
nächſt einen Ort nach O. 15 durch den gegebenen Gegenwinkel 4. 

Fig. 2. Der zweite Ort für 4 iſt die 

A Seite CA, von welcher nur der 

ey eine Punkt C bekannt ijt. Es 

gf 8 \ muß alſo noch ein zweiter Punkt 

N beſtimmt werden. Wegen der 

j gegebenen Mittellinie m, wähle 

ing man hierzu den Mittelpunkt Y 

Oe „von CA. Man Hat jofort als 

/ einen Ort dafür die Peripherie 

Ne oe des Kreiſes um B mit dem 

Sie Nc Radius m,. Verbindet man nun 

5 den Mittelpunkt M des erſten 

Ortes für A mit C und ebenſo mit D, fo ft & = 1A, 

woraus ſich nach O. 6 ein zweiter Ort für Y ergiebt. Dadurch 
erhält man aber auch CD als zweiten Ort für A. 

Aufgabe 26 und 27. Ein rechtwinkliges Dreieck zu 
konſtruieren, wenn dazu gegeben ſind die Hypotenuſe (a) 
und die Summe (oder Differenz) eines Hypotenuſen— 
abſchnittes und der Hypotenuſenhöhe. (Aus a und 
qd + la.) 

Analyſis. Da durch die Hypotenuſe a die beiden Ecken B 
und C, und durch den rechten Winkel ein Ort für die dritte 
Ecke A gegeben iſt, jo bedarf es nur noch der Beſtimmung eines 
zweiten Ortes für 4. Wenn man nach 8 9 die gegebene Summe 
J dadurch an der Figur darſtellt, daß man das Lot AL über 
F um FE = FC verlängert und EC zieht, jo iſt FCE AN, 
die Linie CE geht alſo durch die Mitte D des Bogens BC. 
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Zwiſchen dieſe (konſtruierbare) Linie CE und den erſten Ort für 

A ift nun eine Gerade ſenkrecht auf BC fo zu legen, daß fie 

Fig. 3. gleich g + h wird. Errichtet 

4" man daher in C auf BC ein 

/ | Mot C@=g+h, fo ift die 

N Parallele durch G zu CE der 

re zweite Ort für 4. Iſt ſtatt 

ff der Summe die Differenz g—h 

5 gegeben, ſo mache man das 

Lot CG =q—h und lege 

dieſes Lot in entgegengeſetzter 

Richtung, nachdem man FA 

über A um AEF gleich der 

gegebenen Differenz verlängert 

hat; dann iſt die durch 6“ zu 

CE gezogene Parallele der 
zweite Ort für 4. 

Aufgabe 28. Ein Dreieck 

- zu konſtruieren aus einer 

1 Seite, der Höhe zu einer 


| TE andern und der Mittel- 
eas linie zur dritten Seite. 
iR (Aus a, h, und m..) 

= Analyſis. Durch die 


Seite a find die beiden Ecken B und des geſuchten Dreiecks 
gegeben. Für die dritte Ecke A iſt zunächſt ein Ort die von C 
aus an den um B als Mittelpunkt mit /, als Radius beſchriebenen 
Kreis gezogene Tangente. Von dem zweiten Orte für 4, nämlich 
der Seite BA läßt fic) außer B noch ein Punkt, nämlich die 
Mitte D beſtimmen. Für D hat man zwei Orter, einen durch 
die bekannte Länge CD =m, nach (O. 1), den andern in der 
Parallele durch die Mitte E von BC zu der aus O gezogenen 
Tangente. 

Aufgabe 29. Ein Dreieck zu konſtruieren aus den auf 
einer Seite durch die Höhe gebildeten Abſchnitten und 
einer zu einer andern Seite gehörigen Mittellinie. (Etwa 


aus p und 9 [den Abſchnitten auf a] und nn 
Brockmann, Methodik. 
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Analyſis. Durch die Abſchnitte p und 3 iſt ihre Summe, 
die Seite a, alſo die Ecken B und C des geſuchten Dreiecks ge- 
geben; außerdem der Fußpunkt D der zugehörigen Höhe. Als 
erſten Ort für die dritte Ecke 4 hat man dann zunächſt das Lot 
in D auf BC; von dem zweiten Orte, Seite CA, wovon der 
Punkt C bekannt iſt, läßt ſich mittels zweier Orter noch ein Punkt, 
die Mitte E, beſtimmen. Der eine Ort dafür iſt nach O. 1 die 
Peripherie des um B mit m, beſchriebenen Kreiſes, der andere 
das in der Mitte F von DC zu DC errichtete Lot. (Der Punkt L 
ließe ſich auch anders beſtimmen. Verlängert man die Mittellinie BL 
um ſich ſelbſt bis F und fällt FG L BC, fo läßt ſich leicht be- 
weiſen, daß CG = BD =p iſt. Dadurch erhält man aber zwei 
Orter für J, den einen nach O. 1, da BF = 2m, bekannt iſt, 
und das Lot in dem beſtimmbaren Punkt G auf BC.) 

Aufgabe 30. An einen Kreis eine Tangente zu ziehen, 
ſo daß das Stück derſelben zwiſchen dem Berührungs— 
punkte und einer gegebenen Geraden oder einer anderen 
Kreisperipherie von gegebener Größe werde. 

Analyſis. Nach O. 9 erhält man einen Ort für den Punkt, 
in welchem die Tangente die gegebene Gerade oder die andere 
Kreisperipherie ſchneidet. 

Aufgabe 31. Zwiſchen zwei Kreisperipherien eine Ge— 
rade von gegebener Größe ſo zu legen, daß ſie Tangente 
eines der beiden gegebenen Kreiſe wird. 

Analyſis wie zu A. 30. 

Aufgabe 32. Innerhalb eines Dreiecks einen Punkt 
zu beſtimmen, ſo daß die Verbindungslinien mit den 
Ecken des Dreiecks unter ſich gleiche Winkel bilden. 

Analyſis. Es ergiebt ſich leicht, daß jeder dieſer Winkel 
120° betragen muß, wonach man zwei Orter für den geſuchten 
Punkt nach O. 15 erhält. 

Aufgabe 33. In einer Dreiecksſeite (BC) einen Punkt X 
zu beſtimmen, jo daß die Verbindungslinie DE der von 
X auf AB und AC gefällten Lote der Seite BC parallel 
wird. 

Analyſis. Wenn man außer dem Parallelismus von DE 
und BC noch berückſichtigt, daß 4 EX Y ein Sehnenviereck iſt, 
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und man zieht noch die Diagonale AX, jo läßt ſich der Winkel 
AXC oder AXB ſeiner Größe nach beſtimmen und daraus nach 
O. 15 ein zweiter Ort für X ableiten. 

§ 12. Neben der Methode, die Analyſis durch geometriſche 
Orter zu beſtimmen, iſt als zweite Methode die Methode der 
Reduktion hervorzuheben, welche in allen Fällen anzuwenden iſt, 
in welchen die erſtere nicht zum Ziele führt. Dieſe Methode be— 
ſteht darin, daß man aus den in der analytiſchen Figur unmittelbar 
erkennbaren oder durch zweckmäßige Hilfskonſtruktionen erreichbaren 
Beziehungen entweder die betreffende Aufgabe auf eine frühere 
direkt reduziert, oder einen Teil der geſuchten Figur, meiſt in 
Geſtalt eines Hilfsdreiecks, vorab als konſtruierbar nachweiſt, und 
aus dieſem Teile durch ſchließliche Anwendung von geometriſchen 
Ortern die ganze geſuchte Figur ableitet. Wir engen den Begriff 
der Methode durch Reduktion dahin ein, daß ſie die betreffende 
Aufgabe entweder direkt auf eine frühere zurückführt, oder doch die 
vorherige Konſtruktion einer Hilfsfigur erfordert. Wo eine Analyſis 
durch bloß mittelbare Ortsbeſtimmungen aufgeſtellt iſt, wie bei den 
Aufgaben 28 und 29, rubrizieren wir dieſe unter die Methode 
durch geometriſche Orter; und heben dies deshalb beſonders hervor, 
weil von manchen Autoren auch in dieſen Fällen die Methode der 
Reduktion erkannt wird. 

Der Wege einer ſolchen Reduktion werden verſchiedene be— 
treten. Wir wollen dieſelben hier näher beſprechen und durch 
Beiſpiele illuſtrieren. 

§ 13. Weſentlichen Dienſt, namentlich bei Dreieckskonſtruktionen, 
leiſten zunächſt die ſogenannten Data. Unter einem Datum ver— 
ſteht man die Verbindung von drei oder vier planimetriſchen Größen, 
die in der Art voneinander abhängig ſind, daß man im erſten 
Fall (einer Verbindung von drei Größen) aus je zweien derſelben 
ein rechtwinkliges, im andern (einer Verbindung von vier Größen) 
aus je dreien ein ſchiefwinkliges Dreieck konſtruieren kann, ſo daß 
in jenem das dritte, in dieſem das vierte Stück mit gegeben er— 
ſcheint. In beiden Fällen kann man jedes dritte Stück des kon— 
ſtruierbaren rechtwinkligen, oder jedes vierte Stück des ſchiefwinkligen 
Dreiecks als mit gegeben betrachten und für die Gewinnung der 
Analyſis verwerten. 


2 * 


= 
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Um nur ein Beiſpiel anzuführen, indem wir uns vorbehalten, 
die anderweitigen Daten an betreffender Stelle der Anwendung 
näher hervorzuheben, ſei bemerkt, daß beiſpielsweiſe eine Dreiecks— 
ſeite, der gegenüber liegende Winkel und der Radius des um— 
geſchriebenen Kreiſes, alſo z. B. a, KA und „ ein Datum bilden. 
Denn aus je zweien dieſer Stücke läßt ſich das rechtwinklige Dreieck 
konſtruieren, welches man erhält, wenn man den Mittelpunkt IZ 
des umgeſchriebenen Kreiſes mit einem Endpunkte der Sehne 
BC =a, etwa mit B und mit dem Mittelpunkte D derſelben ver— 
bindet. Da aber dies Dreieck aus je zwei ſeiner Stücke, unter 
welchen indes eine Linie vorkommen muß, konſtruiert werden kann, 
ſo bilden je zwei ſolcher Stücke mit jedem anderen Stücke desſelben 
ein Datum. Man kann alſo in vorliegendem Falle ſagen, daß je 
zwei obiger Stücke auch mit der Entfernung des Mittelpunktes N 
von der Seite BC ein Datum bilden und dieſe als gegeben be— 
trachten. 

$ 14. Es möge hier beſonders darauf hingewieſen werden, 
daß wir die Beziehungen der in den Bedingungen gegebenen Größen 
zu andern, welche entweder nach den Geſetzen der allgemeinen 
Größenlehre oder durch die nach Fundamentalaufgaben möglichen 
Konſtruktionen aus jenen als neue für die Analyſis verwendbare 
Größen abgeleitet werden können, nicht als Data auffaſſen, ſondern 
vielmehr als notwendige Konſequenz der Geſetze der allgemeinen 
Größenlehre. Daß man z. B. aus zwei gegebenen Größen ihre 
Summe oder Differenz, ihr Rechteck, ihr Verhältnis, die Summe 
oder Differenz ihrer Quadrate, ihre mittlere, dritte und harmoniſche 
Proportionale als gegeben ableiten kann, ſei hier als ſelbſtverſtändlich 
vorausgeſetzt, ohne daß wir nötig haben, den Begriff „Datum“ 
darauf auszudehnen. In gleicher Weiſe gelte es als ſelbſtverſtändlich, 
daß man aus je zweien dieſer abgeleiteten Formen die Größen 
einzeln ableiten kann. Denn eine Kolliſion mit der algebraiſchen 
Analyſis findet hierdurch nicht ſtatt, da man die Größen in jedem 
Falle der Kombination unmittelbar durch rein geometriſche Kon— 
ſtruktionen abzuleiten vermag. 

§ 15. Unter den hier folgenden Aufgaben, deren Analyſis ent- 
weder durch direkte Zurückführung auf eine frühere Aufgabe, oder 
mit Hilfe von Daten gemacht werden ſoll, kommen auch ſolche 
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wiederholt vor, deren Analyſis ſchon mittels geometriſcher Orter 
beſtimmt worden iſt. 

Aufgabe 34. Durch einen Punkt in der Peripherie 
des kleineren zweier konzentriſchen Kreiſe in den größeren 
eine Sehne zu legen, welche durch die Peripherie des 
kleineren in drei gleiche Teile geteilt wird. (Vergl. A. 19.) 

Analyſis. Zieht man den Diameter DOL und verlängert 
EB über B hinaus um ſich ſelbſt bis , jo iſt die verlangte Sehne 
DCAB Mittellinie im Dreieck EFD zur Seite EF und, da 
A= ijt, A der Durchſchnitt der drei Mittellinien. Es ijt 
alſo, da auch OA F eine Mittellinie des Dreiecks iſt, 47 = 2.40, 
alſo Punkt 7 beſtimmbar. Von dieſem Punkte F ift nun an den 
größeren Kreis eine Sekante zu legen, welche in der Peripherie 
desſelben halbiert wird. Das geſchieht aber nach A. 18. 

Aufgabe 35. Ein rechtwinkliges Dreieck zu konſtruieren 
aus der Höhe und der Differenz der Abſchnitte, welche 
die Höhe auf der Hypotenuſe bildet. 

Analyſis. Iſt AD die Höhe des Dreiecks und man macht 
CE = BD, fo iſt DE die gegebene Differenz und Dreieck ADE 
durch ſeine Katheten gegeben. Da nun die Mitte F von DE 
zugleich Mitte von BC iſt, jo iſt durch AF=FC=FB je ein Ort 
für B und C gegeben, wofür die Gerade DE der andere Ort iſt. 

Aufgabe 36. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Höhe, der zugehörigen Mittellinie und dem Radius des 
umgeſchriebenen Kreiſes. (Aus he, m. und r.) 

Analyſis. Iſt AD die Höhe / und AL die Mittellinie ., 
jo iſt Dreieck ADL gegeben. Dann hat man für den Mittel⸗ 
punkt M des umgeſchriebenen Kreiſes zwei Orter, nämlich das Lot 
in E zu ED und nach O. 2 einen Kreis um A mit „. Durch 
den Kreis aber werden die Punkte B und C beftimmt. 

Aufgabe 37. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, der Höhe zu einer andern und der Differenz der 
Winkel an dieſer andern Seite. (Aus e, /, B — C) 

Analyſis. Sei AD die Höhe ha, und AL der Winkel- 
halbierer w.; dann läßt ſich zeigen, das 7, wa und 1 (5 — C) 
ein Datum bilden. Bezeichnen wir nämlich & BAD durch a, 
x DAE durch oͤ und X CAL durch B, fo iſt zunächſt e+ 6 =p 
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oder o = 56 — g. Nun iſt aber 8 == t — C- o, a = , 
alſo B —a 5 — e 6, woraus ſich ergiebt oͤ = 4(B — C). 
Durch das konſtruierbare Dreieck ADL iſt alſo die winkelhalbierende 
Transverſale w, als ein mit gegebenes Stück beſtimmt. Konſtruiert 
man A ADE aus der Kathete AD = h, und o = 4(B—C), 
fo ift außer DE ein zweiter Ort nach O. 1 durch C gegeben, ebenſo 
dadurch, daß 6 =a ＋ d iſt, ein zweiter Ort für C. 

Bujak. Wäre ſtatt A. die % oder auch ſtatt B — C die w, 
gegeben, ſo würde ſich auf grund obigen Datums die Aufgabe mit 
Hilfe des Hilfsdreieckes ADL löſen laſſen. 

Aufgabe 38 und 39. Ein rechtwinkliges Dreieck zu 
fonftruieren aus der Hypotenuſe und der Summe (oder 
Differenz) der Katheten. (Aus a und b+ c.) 

Analyſis. Iſt ABC das geſuchte Dreieck und man macht 
AD auf der Verlängerung von CA und AD’ auf AC ſelbſt 
gleich AB, fo iſt die Löſung direkt auf die Konftruftion des Drei- 
eds BCD oder BCD’ reduziert. Im erſteren Dreiecke iſt nämlich 
gegeben BC =a, C = be und = 45°, im andern 
BC = a, CD! = b - e und xD’ = 14 R. Für A hat man 
in beiden Fällen nach O. 3 einen zweiten Ort. 

Aufgabe 40 und 41. Ein Quadrat zu konſtruieren, 
wovon die Summe (oder Differenz) der doppelten Seite 
und der Diagonale gegeben iſt. (Gegeben 2a + e.) 

Analyſis. Verlängert man die Diagonale AC über jeden 
Endpunkt um die Seite des Quadrates, fo daß AL = AB und 
V= ift, jo ijt das Dreieck EV durch die Seite EY = 2 e 
und die anliegenden Winkel, deren jeder 4 RR beträgt, gegeben. Für 
die Punkte A und C ergiebt ſich je ein zweiter Ort nach O. 3. — 
Stellt man im andern Falle die gegebene Differenz 24 — e dadurch 
dar, daß man AB um ſich ſelbſt bis Y verlängert, und AE=AC ab- 
ſchneidet, fo iſt EV gegeben durch die Seite LF =2a—e und die 
anliegenden Winkel. Es iſt nämlich XEFC=4R und TEO 
das Supplement von 674°. Für Bergiebt ſich wiederum ein zweiter 
Ort nach O. 3; für A iſt ein zweiter Ort das Lot in C auf CF. 

Aufgabe 42 und 43. Einen Rhombus zu konſtruieren, 
von welchem die Seite und die Summe (oder Differenz) 
der beiden Diagonalen gegeben find. (Aus a, e 
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Analyſis. Wird in beiden Fällen auf die Konſtruktion eines 
der vier rechtwinkligen Dreiecke reduziert, in welche der Rhombus 
durch die Diagonalen zerlegt wird. Man kennt davon außer der 
Hypotenuſe die Summe (oder Differenz) der halben Diagonalen, 
alſo (e + /) oder 1e — /). Folglich A. 38 und 39. 

Aufgabe 44. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, der zugehörigen Höhe und der Differenz der durch 
die Höhe auf der Gegenſeite gebildeten Abſchnitte. (Aus 
A, ha und p— 4.) 

Analyſis. Bt D der Fußpunkt der Höhe /, und man 
trägt CE = q von CB ab, fo iſt ED=p— . Verbindet man 
nun die Mitte F von DE mit A, fo it PD=}(p — ), und 
A AEF gegeben, daher p — 9, ha und m. ein Datum bilden. 
Verlängert man dann die hierdurch gegebene Mittellinie AF über 
F um ſich ſelbſt bis 6, jo iſt 4560 ein Parallelogramm und 
alſo & ABG das Supplement von A gegeben. Dadurch erhält 
man aber im Dreieck AGB nach O. 15 einen zweiten Ort für 
die Ecke B. 

Aufgabe 45 und 46. Ein Dreieck zu konſtruieren aus 
einer Seite, dem gegenüber liegenden Winkel und der 
Summe (oder Differenz) der den Winkel einſchließenden 
Seiten. (Aus a, & A und b+c.) 

Analyſis. Verlängert man CA über A hinaus um AD = ec 
(oder ſchneidet von A aus AD’ =c von AC ab) und verbindet 
D und D’ mit B, fo find die Dreiecke BCD und BCD’ durch 
zwei Seiten und einen Gegenwinkel gegeben, nämlich BC =a, 
DC = b Te, XD = 24; und DC=b-c x BDO 
IAR 4A. Für A erhält man in beiden Fällen einen zweiten 
Ort nach O. 3. 

Aufgabe 47 und 48. Ein Dreieck zu konſtruieren aus 
der Summe (oder Differenz) zweier Seiten und den beiden 
Gegenwinkeln. (Aus ) Pe, B und C.) 

Analyſis. Da durch die zwei Winkel B und C auch der 
dritte 4 gegeben iſt, ſo führt die Analyſis auf dieſelben beiden 
Hilfsdreiecke, wie die vorhergehende. 

Aufgabe 49 und 50. Ein rechtwinkliges Dreieck zu 
konſtruieren aus einer Kathete und der Summe (oder 
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Differenz) der Hypotenuſe und der andern Kathete. (Aus 
bund a e.) 

Analyſis. Verlängert man die Kathete AB über B um 
BD = BC (oder ſchneidet von B aus auf der Verlängerung von 
BA über A ein Stück BD’ = BC ab), fo erhält man in beiden 
Fällen durch Verbindung von D und D' mit C ein rechtwinfliges 
Hilfsdreieck ADC (oder AD’C) konſtruierbar aus feinen Katheten, 
aus welchem der Übergang zum geſuchten Dreiecke mit Hilfe eines 
zweiten Ortes für B nach O. 3 ſehr leicht iſt. 

Anmerkung. Es wäre in vorliegendem Falle unzweckmäßig, 
die Hypotenuſe um die Kathete zu verlängern, oder letztere von der 
Hypotenuſe abzutragen, da in beiden Fällen der rechte Winkel für 
die Analyſis verloren gehen würde. 

Aufgabe 51. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, der zugehörigen Höhe und der Differenz der Ab— 
ſchnitte, welche dieſe Höhe auf der dem Winkel gegenüber 
liegenden Seite bildet. (Aus A, % und p — 4.) 

Analyſis. Beſchreibt man um A mit AC als Radius einen 
Kreis, der CB in E ſchneidet, fo iſt 5E = - . Betrachtet 
man nun BEA als Hilfsdreieck, da die beiden Ecken B und E 
durch p — 9 unmittelbar gegeben find, fo iſt für die dritte Ecke 
zunächſt ein Ort durch die gegebene Höhe / gegeben. (Vergl. O. 4.) 
In dem zweiten Orte für A, nämlich der Seite CA läßt ſich der 
Punkt G beſtimmen, in welchem das in E zu BC errichtete Lot 
die Seite 40 trifft. Es liegt nämlich dieſer Punkt auf dem um 
A mit AC beſchriebenen Kreiſe und es iſt daher EG = 2 l. 
Verbindet man nun dieſen konſtruierbaren Punkt mit B, ſo iſt, 
da & BAG = 2R—A durch X A gegeben iſt, für A ein zweiter 
Ort nach O. 15 gegeben. 

Aufgabe 52. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Höhe und der zugehörigen Mittellinie, wenn die hierzu 
gehörige Seite doppelt jo groß ſein joll als eine der beiden 
andern. (Aus , ma, wenn a= 2b.) 

Analyſis. Iſt ABC das verlangte Dreieck, und in demſelben 
AD=m, AE =ha, jo iſt Dreieck ADE unmittelbar gegeben, 
und DE ein Ort für C. Da aber gemäß der Bedingung a = 2b 
Seite 40 = 0 fein ſoll, jo iſt für C ein zweiter Ort nach O. 3 gegeben. 
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Aufgabe 53. Ein Dreieck zu konſtruieren aus dem 
Radius des umgeſchriebenen Kreiſes, einer Höhe und der 
Differenz der beiden nicht zugehörigen Winkel. (Aus „ hu 
und B — C.) 

Analyſis. Die Höhe ha, der zugehörige Winkelhalbierer und 
die Differenz der beiden anderen Winkel bilden ein Datum (ſ. A. 37). 
Es ijt daher der Winkelhalbierer AL durch das Dreieck ADL 
(Fußpunkt der Höhe A.) gegeben. Verbindet man nun A mit 
dem Mittelpunkt I des umgeſchriebenen Kreiſes, jo iſt X EAN 
= DAE. Denn X BAE CAE und XBAD= (AN, 
weil ihre Komplemente als Peripheriewinkel auf demſelben Bogen 
AC einander gleich find. Dadurch iſt aber ein Ort für den Mittel- 
punkt M gegeben, ein anderer durch r nad) O. 1. 

Aufgabe 54. Ein Dreieck zu konſtruieren, wenn ge— 
geben ſind eine Höhe, der entſprechende Winkelhalbierer 
und die Differenz der durch die Höhe gebildeten Abſchnitte 
der betreffenden Seite. (Aus ha, we, 5 — g auf a.) 

Analyſis. Zieht man AD || BC bis in die Peripherie des 
umgeſchriebenen Kreiſes, jo it AD = - 4; ferner & ACD 
= 3 — , DH = h. Da nun B — durd ½ und w. ge 
geben iſt (vergl. A. 37), jo iſt das Hilfsdreieck ADC konſtruierbar. 
Der um ADC konſtruierbare Kreis iſt ein zweiter Ort für B; der 
erftere iſt die Parallele durch C zu AD. 

Aufgabe 55. Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei 
Seiten und der Differenz ihrer Projektionen auf die 
dritte Seite. (Aus 5, % pP — 40 

Analyſis. A ADC (Fig. wie vorhin) iſt durch ſeine drei 
Seiten gegeben. 

Aufgabe 56. Ein Dreieck zu konſtruieren aus der 
Differenz der durch eine Höhe auf einer Seite gebildeten 
Abſchnitte, der Differenz der an dieſer Seite anliegenden 
Winkel und einer der beiden anderen Seiten. (Aus 5 — 4, 
B—C und b [oder e.)) 

Analyſis. Wiederum iſt (vergl. vorige Analyſis) das Dreieck 
ADC unmittelbar gegeben. 

Aufgabe 57. Ein Dreieck zu konſtruieren aus dem 
Radius des umgeſchriebenen Kreiſes, der Differenz zweier 
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Winkel und einer anliegenden Seite. (Aus », B — 
und b.) 

Analyſis. Wiederum Dreieck ADC gegeben, da der Radius, 
x ACD und Seite AD ein Datum bilden. (Vergl. § 13.) 

Aufgabe 58. Die vorige Aufgabe mit der Anderung, 
daß ſtatt B — die Differenz p — 9 gegeben iſt. 

Analyſis wiederum durch das Dreieck ADC. 

Aufgabe 59. Zwiſchen die Seiten AB und BC die 
Gerade XY—a jo zu legen, daß AX: CT p: wird. 

A nalyſis. Macht man AY’ + XY und zieht X“, jo 
muß auch DB: BC=p:gq fein. Dadurch iſt aber CD zu fon- 
ſtruieren als ein Ort für Y’, ein zweiter Ort wird durch die 
gegebene Länge a nach O. 1 beſtimmt. 

Aufgabe 60. In ein Viereck einen Rhombus zu be— 
ſchreiben, deſſen Seiten den Diagonalen des Vierecks 
parallel werden. 

Analyſis. Sind X, Y, Z und 7 die Ecken des eingeſchriebenen 
Rhombus in den Seiten AB, BC, CD und DA, jo ergiebt ſich 
leicht, daß jede Seite in dieſen Punkten nach dem Verhältnis der 
Diagonalen geteilt werde. 

Aufgabe 61. Von einem Punkte außerhalb eines 
Kreiſes an dieſen eine Sekante zu ziehen, welche durch 
die Peripherie nach dem goldenen Schnitt geteilt wird. 

Analyſis. Iſt 0 der Mittelpunkt des gegebenen Kreiſes und 
AXY die verlangte Sekante, jo muß 
entweder AY:AX AX: XF 
oder AF @n Gays. 
jein, je nachdem das äußere oder das innere Stück der Sefante 
der größere Abſchnitt ſein ſoll. Im erſtern Falle läßt ſich der 
Durchſchnitt der Parallele XB zu OY mit AO, ſowie die Länge 
der Parallele beſtimmen; im andern Falle ergiebt ſich, daß die 
Sehne XY der von A an den Kreis gezogenen Tangente gleich iſt. 

Aufgabe 62. Von zwei Punkten außerhalb eines Kreiſes 
an dieſen durch einen gemeinſchaftlichen Punkt der Peri— 
pherie zwei Sekanten ſo zu ziehen, daß die Verbindungs— 
linie der andern Endpunkte der Verbindungslinie der 
beiden gegebenen Punkte parallel wird. 
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Analyſis. Der Durchſchnitt einer in einem der Endpunkte 
der einen Sekante an den Kreis gelegten Tangente mit der Ver— 
bindungslinie der beiden gegebenen Punkte läßt ſich mittels einer 
Proportion beſtimmen. 

Anmerkung. Es ſei bemerkt, daß man auf dieſe Aufgabe 
eine Berührungsaufgabe: Durch zwei Punkte einen Kreis zu 
legen, der einen gegebenen Kreis berührt reduzieren kann. 

Aufgabe 63. Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei 
Seiten und der Halbierungslinie des eingeſchloſſenen 
Winkels. (Aus 5, e und w,.) 

Analyſis. Mit Hilfe der Parallele durch B zu 40 bis in 
die verlängerte % (in D) kann man dieſe Verlängerung als 
4. Proportionale konſtruieren. Dann das Dreieck ABL (E End⸗ 
punkt der Verlängerung), aus dieſem ABD und endlich ABC. 

Aufgabe 64. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Höhe, Mittellinie und einem Winkelhalbierer, welche alle 
drei von derſelben Ecke ausgehen. (Aus ha, ma, Wa) 

Analyſis. Sind D, E und F die Fußpunkte von ha, ma 
und d, jo find die Dreiecke ADE und ADF gegeben. Für den 
Mittelpunkt I des dem geſuchten Dreiecke umgeſchriebenen Kreiſes 
iſt ein Ort das in E zu DE errichtete Lot, der andere beſtimmt 
ſich dadurch, daß R MAR = FAD iſt. Der Radius ijt AM, 

und der Kreis beſtimmt die Punkte B und C. 
N Aufgabe 65. Von der Spitze eines Dreiecks zur Grund— 
linie eine Gerade ſo zu ziehen, daß ſie die mittlere Pro— 
portionale zu den von ifr gebildeten Abſchnitten der Grund— 
linie wird. 

Analyſis. Iſt AD die verlangte Gerade, welche über D 
bis in den um ABC beſchriebenen Kreis verlängert dieſen in E 
trifft, jo muß AD = DE fein. Verbindet man daher den Mittel: 
punkt M jenes Kreiſes mit D, jo iſt WD 1 AL, daher für D 
gemäß O. 6 ein zweiter Ort zu beſtimmen, während die gegebene 
Seite BC der erſte Ort für D ijt. 

Aufgabe 66. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, der Differenz der anliegenden Winkel und der 
Summe der beiden andern Seiten. (Aus a, B — C, Ye. 
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Analyſis. Beſchreibt man um 4 mit der kleineren Seite 
einen Kreis, welcher die Seite b in D, ihre Verlängerung in E 
ſchneidet, und man verbindet D mit B, fo ft XABD=4(B— 0). 
Verbindet man ferner E mit B, jo ft XDBE=1R und das 
Hilfsdreieck CB E durch zwei Seiten, nämlich CE = ec, 
C a, und den der größern dieſer gegenüber liegenden Winkel, 
xCBE=1R+4(B—OC), gegeben. Für A erhält man dann 
in einfachſter Weiſe einen zweiten Ort außer der Seite 
nach O. 3. 

Aufgabe 67. Ein gleichſchenkliges Dreieck zu kon— 
ſtruieren aus einem Winkel und der Summe der beiden 
ungleichen Höhen. (Aus 3 A [oder B] und ha + h,.) 

Analyſis. Verlängert man die Höhe BE (%) über E bis F, 
fo daß LE = AD (hq) wird, und zieht FG bis in BC ſenkrecht 
zu BF, fo iſt X VG = A. Aus dem planimetriſchen Satze, 
daß ſich die Höhen eines Dreiecks umgekehrt wie die zugehörigen 
Seiten verhalten, ergiebt ſich durch die Proportion BC: CG 
= BE: EV, daß C = A iſt. Deshalb hat man, wenn 
Dreieck BEG konſtruiert iſt, für A einen Ort in der Halbierungs— 
linie des & VG, welcher = x C ift. Nun iſt & 45 F das 
Komplement von 4, und dadurch ein zweiter Ort für 4 gegeben. 
Das Lot von A auf BL beſtimmt C. 

Aufgabe 68. Statt der Summe der beiden ungleichen 
Höhen möge ihre Differenz gegeben ſein. 

Analyſis. Wenn man von L aus auf LB das Stück 
EF = AD abträgt, fo iſt GB die gegebene Differenz, und wiederum, 
wenn FG L FE gezogen wird (Fin BC), das Dreieck GBF 
gegeben. Für A ergeben fic) zwei Orter, einer, weil GA den 
Nebenwinkel von & 6 halbiert, der andere durch 460, welcher 
ſich beſtimmen läßt. 

§ 16. Wenn in der analytiſchen Figur die gegebenen Stücke 
nicht ſo zuſammen liegen, daß ſie einen konſtruierbaren Teil der 
geſuchten Figur bilden, ſo kann man einen ſolchen häufig dadurch 
erhalten, daß man die betreffenden Linien in andere Lagen bringt, 
welche den urſprünglichen parallel ſind. Bei einer ſolchen Ver— 
legung von Geraden bleiben, was ein großer Vorteil iſt, die etwa 
gegebenen Winkel zwiſchen denſelben unverändert erhalten. Mit 
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etwa vorkommenden Kreiſen kann eine derartige Verlegung oder 
Verſchiebung in zweifacher Weiſe vorgenommen werden. Entweder 
wird unter Beibehaltung des Radius der Mittelpunkt des Kreiſes 
auf einer Geraden von beſtimmter Richtung verſchoben, oder man 
verſchiebt unter Beibehaltung der Lage des Mittelpunktes die Peri— 
pherie gewiſſermaßen parallel mit ſich, indem man den Radius 
größer oder kleiner nimmt, wobei auch, wenn man den Radius 
Null werden läßt, der Fall eintritt, daß der ganze Kreis auf 
ſeinen Mittelpunkt reduziert wird. Dieſe letzte Art der Verſchiebung 
eines Kreiſes iſt identiſch mit der Hilfskonſtruktion konzentriſcher 
Kreiſe. Verwandt mit dieſer Methode iſt auch die Umlegung eines 
Teils der analytiſchen Figur, um eine bequemere Lage der ge— 
gebenen Stücke zu einander zu erhalten. Dieſe Methode der Ver— 
ſchiebung von Geraden und Kreiſen, ſowie der Umlegung findet 
übrigens ſo häufig mit Vorteil Anwendung und bringt will— 
kommene Erleichterung durch Reduktion, daß ſie verdient, als eine 
Methode der Reduktion unter dem Namen Methode der Pa— 
rallelverſchiebung und der Umlegung beſonders hervor— 
gehoben zu werden. Die Art ihrer Anwendung möge an einer 
Anzahl von Beiſpielen näher erörtert werden. 

Aufgabe 69. Ein Paralleltrapez zu konſtruieren, deſſen 
vier Seiten gegeben ſind. 

Analyſis. Verſchiebt man eine der nicht parallelen Seiten 
parallel mit ſich ſo, daß ſie von dem einen Endpunkte der andern 
ausgeht — zieht man zu dieſem Zwecke z. B. CE DA, fo iſt 
Dreieck HBC durch ſeine drei Seiten gegeben. 

Aufgabe 70. Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei 
Mittellinien und der dritten Höhe. (Aus m,, m. und Va.) 

Analyſis. Verlegt man die Höhe AD in den Fußpunkt 
der einen Mittellinie, etwa nach T, dem Fußpunkte von m,, fo 
wird das Lot FH=—th, und Dreieck BFH ift unmittelbar 
gegeben. 

Aufgabe 71. Von den Endpunkten einer Sehne nach 
einem Punkte der Kreisperipherie zwei Gerade zu ziehen, 
welche auf einer zweiten Sehne zwiſchen ſich ein Stück 
von gegebener Länge abſchneiden. 

Analyſis. Sind die Geraden AX und BX fo durch CD 
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gezogen, daß FG — a ift, und man zieht AH FG, jo ijt 
Punkt AH bekannt und HG || AX. Daher iſt & H gleich 
dem Peripheriewinkel X, welcher durch die Sehne AB gegeben ijt 
und durch ihn über ZB einen Kreisbogen als zweiten Ort für G. 

Aufgabe 72. Ein Trapez zu konſtruieren aus ſeinen 
Diagonalen, dem Winkel derſelben und einer Seite. 

Analyſis. Verlegt man die Diagonale DB nach CE, wo 
CE| DB ijt, fo iſt Dreieck ACH gegeben, da & ACE das 
Supplement des Winkels der Diagonalen oder auch dieſem Winkel 
ſelbſt gleich iſt. Das Trapez ſelbſt iſt mit Hilfe der gegebenen 
Seite, welche es auch ſei, in einfachſter Weiſe abzuleiten. 

Aufgabe 73. Ein Trapez zu konſtruieren aus den 
Diagonalen und den parallelen Seiten. 

Analyſis durch dieſelbe Verſchiebung, wie vorhin. 

Aufgabe 74. Ein Trapez zu konſtruieren aus den 
Diagonalen und den nicht parallelen Seiten. 

Analyſis. Es fei ABCD das verlangte Paralleltrapez, 
AB und CD die parallelen Seiten. Bringt man nun durch 
Parallelverſchiebung DA und DB in die Lage CE und CF, 
ſo liegen die vier gegebenen Linien zuſammen. Es iſt dann 
AE= DC=BF und man würde das verlangte Trapez leicht 
erhalten, wenn man durch die vier um C mit den gegebenen Linien 
als Radien beſchriebenen konzentriſchen Kreiſe eine Gerade ſo legen 
könnte, daß AE = BF würde. Wenn die Gerade die Kreiſe 
beziehungsweiſe zum zweiten Male in den Punkten L’, A’, B’, F. 
ſchneidet, und man berückſichtigt, daß je zwei Abſchnitte der Ge— 
raden, welche zwiſchen denſelben Peripherien liegen, einander gleich 
find, fo müßte HA = B’F’ fein. Beſtimmt man nun für den 
Punkt E in Bezug auf den äußerſten Kreis, für Punkt A in Bezug 
auf den Kreis durch B die (innere) Potenz, fo iſt jene EF. EV, 
dieſe AB’. AB; da nun LY = AB ift, jo verhält ſich EF’: AB’ 
wie die Potenzen der Punkte E und A in den bezeichneten Kreiſen. 
Nun ſind dieſe Potenzen für einen beliebigen Punkt der Peri- 
pherien für die bezeichneten Kreiſe konſtant, da die kleinſten Sehnen 
konſtant ſind. Man erhält alſo das Verhältnis dieſer Potenzen 
durch zwei Gerade ausgedrückt, wenn man durch einen beliebigen 
Punkt in jeder der Peripherien eine Sehne ſo legt, daß der eine 
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Abſchnitt der einen einem Abſchnitte der andern gleich wird. In 
kurzer Bezeichnung erhalten wir alſo EF’: 45 =m:n oder 
2AE+ AB’: A m: n. Daraus aber ergiebt ſich AL: AB’ 
=4(m—n):n. Hiernach kann man aber bei beliebiger An— 
nahme des Punktes 4 den Punkt E und 5“ und ſo die ganze 
Gerade beſtimmen. 

Aufgabe 75. Ein Parallelogramm zu konſtruieren 
aus ſeinen Seiten und dem Winkel der Diagonalen. 

Analyſis. Verlegt man DB parallel mit ſich nach CL, 
jo iſt Dreieck ACK gegeben, da AF die Summe der gegebenen 
Seiten, die Mittellinie CB eine dieſer Seiten und & ACF durch 
den Winkel der Diagonalen bekannt iſt. Für C hat man einen 
Ort nach O. 1, da B und BC gegeben, den andern nach O. 15, 
da & ACF bekannt iſt. 

Aufgabe 76. Ein Viereck zu konſtruieren, von welchem 
die Seiten und die Verbindungslinie der Mitten ſeiner 
Diagonalen der Länge nach gegeben ſind. 

Analyſis. Iſt ABCD das verlangte Viereck, E und F 
die Mitten der Diagonalen BD und AC, und man zieht LG 
(6 in BC) parallel zu CD, FG || AB (FG muß nämlich eben- 
falls die Mitte G von BC treffen), und in gleicher Weiſe durch 
E und F die Parallelen EH und FH zu AD und BC, fo find 
die beiden Dreiecke EFG und EFH durd) ihre drei Seiten ge: 
geben. Nun wird HG | AC, alſo ift die Parallele durch Y zu 
HG ein Ort für C, ein anderer die Parallele durch G zu FH. 
C beftimmt 5, da CG =GB, dieſes A, da BH= HA iſt. 
Auch für die vierte Ecke ergeben ſich leicht zwei Orter, nämlich 
die Parallele durch A zu HE und eine andere durch C zu GL. 

Aufgabe 77. Ein Viereck zu fonftruieren aus feinen 
Seiten und der Verbindungslinie der Mitten zweier 
Gegenſeiten. 

Analyſis. Verſchiebt man die beiden andern Seiten, etwa 
DA und CB, parallel bis an die Mitte E der einen Seite (DC), 
jo daß EG DA und EH + CB iſt, jo iſt, wenn F die Mitte 
von AB ift, die Verbindung von G mit F, und F mit V eine 
einzige Gerade, da fic) aus der Kongruenz der Dreiecke AGE 
und BHF die Gleichheit von < AFG und BFH ergiebt. Aus 


http://rcin.org.pl 


32 I. Die geometriſche Analyſis. 


derſelben Kongruenz folgt auch, daß FG = FH, aljo EF eine 
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Mittellinie des Dreiecks HGH ift, von welchem außerdem noch 
Fig. 4. die Seiten LG = DA und 
5 EH = CB gegeben find. 

N Für das Dreieck EGH er: 

10 giebt ſich aber eine einfache 

\ Analyſis durch Umlegung. 

a | Verlängert man nämlich EF 

| über F um ſich ſelbſt bis , 

Naeh jo iit Dreieck BIH durch 

77 aa. 1 ſeine drei Seiten gegeben. 

F A ae Zuſatz. Man kann in 

den Fällen, wo eine Mittel⸗ 

linie zu den Beſtimmungsſtücken eines Dreiecks gehört, die Ver— 

längerung dieſer über ihren Fußpunkt um ſich ſelbſt als eine 
ziemlich ſicher erfolgreiche Hilfskonſtruktion bezeichnen. 

Aufgabe 78 und 79. Ein Dreieck zu konſtruieren aus 
einem Winkel, der Summe (oder Differenz) der ein— 
ſchließenden Seiten und der aus dem Scheitel des ge— 
gebenen Winkels gezogenen Mittellinie. (Aus A, ö e 
und mz.) 

Analyſis wird gemäß Zuſatz zu A. 77 auf ein Dreieck 
reduziert, von welchem ſtatt der Mittellinie die dritte Seite ge— 
geben iſt, deſſen Analyſis in A. 77 ausgeführt iſt. 

Aufgabe 80. Ein Parallelogramm zu konſtruieren aus 
einer Seite und den beiden Höhen. 

Analyſis durch Parallelverſchiebung der einen Höhe in den 
einen Endpunkt der gegebenen Seite. 

Aufgabe 81. Durch zwei auseinander liegende Kreiſe 
in gegebener Richtung eine Gerade zu ziehen, ſo daß die 
entſtehenden Sehnen eine gegebene Summe bilden. 

Analyſis. Verſchiebt man den Mittelpunkt B des einen 
Kreiſes ſo, daß ſeine Entfernung von der geſuchten Geraden die— 
ſelbe bleibt, alſo parallel der die Richtung der geſuchten Geraden 
angebenden Geraden, ſo bleibt die Größe der Sehne in demſelben 
ungeändert. Es empfiehlt ſich alſo, durch eine ſolche Verſchiebung 
die gegebenen Kreiſe in eine Lage zu einander zu bringen, welche 
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der Löſung dieſer Aufgabe günſtiger iſt. Eine ſolche iſt aber die, 
wo fic) dieſelben auf der Geſuchten durchſchneiden. Heißt nun YX 
die Sehne im Kreiſe um A, TZ die im Kreiſe um 5, und man 
verſchiebt den Mittelpunkt auf der die Richtung der Geſuchten an- 
gebenen Geraden bis in 5“, jo daß der Kreis durch X geht und 
die Sehne XZ’ erhält, jo iſt XZ’ = TZ, alſo die Summe 
TX ＋XZ = TXT. Fällt man nun von dem Mittel⸗ 
punkte 4 und dem neuen Mittelpunkte B’ Lote auf die geſuchte 


YZ, jo liegt zwiſchen deren Fußpunkten F und G eine Strecke, 
welche der halben gegebenen Summe gleich iſt. Da nun das Lot 
von A auch die BE etwa in J rechtwinklig trifft, welcher Punkt 
beſtimmt werden kann, jo iſt auch DB’ gleich jener halben Summe 
und der neue Mittelpunkt B’ hierdurch gegeben. Konſtruiert man 
dann um 3 den verſchobenen Kreis, fo hat man zur Erhaltung 
der Geſuchten YZ durch den Durchſchnittspunkt X beider Kreiſe 
das Lot zu dem Lote zu ziehen, welches man von A auf die ihrer 
Richtung nach gegebene BE errichtet hat. 

Aufgabe 82. Von einem Punkte, der außerhalb zweier 
getrennt liegenden Kreiſe liegt, eine Gerade durch dieſe 
zu legen, daß die in denſelben entſtehenden Sehnen ein— 
ander gleich werden. 

Analyſis. Könnte man den einen Kreismittelpunkt unter 
Beibehaltung ſeiner Entfernung von der geſuchten Geraden ſo ver— 
ſchieben, daß die gleichen Sehnen aufeinander fielen, ſo wäre die 
Aufgabe durch die gemeinſchaftliche Sehne in der zum Lage gelöft. 


Brockmann, Methodik. 
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Das geht aber auf folgende Weiſe. Verſchiebt man den Mittel- 
punkt N des einen Kreiſes auf einer Geraden, welche parallel der 
geſuchten Geraden PD iſt, welche im Kreiſe um M die Sehne AB, 
im andern die gleich große Sehne CD bildet, bis X, jo daß die 
Sehne CD mit AB zuſammenfällt, jo iſt, wenn man MX zieht, 
x MXN I, wodurch ein Ort für X nach O. 6, nämlich der 
Halbkreis über der Centrale MN als Diameter gegeben iſt. Nun 
iſt die Tangente von P an den Kreis um M gleich der Tangente 
an den Kreis um X, deſſen Radius gegeben iſt. Man erhält alſo 
durch die konſtruierbare Größe PX nach O. 1. einen zweiten Ort 
für X. 

Aufgabe 83. Einen Kreis zu konſtruieren, der einen 
gegebenen Kreis und zwei einander ſchneidende Geraden 
berührt. 8 

Analyſis. Berührt der Kreis um X den Kreis um 4 und 
die beiden Geraden BC und BD und man verſchiebt die Peripherie 
des Kreiſes um X, was hier mit der Verſchiebung der Peripherie 
des gegebenen Kreiſes bis auf den Mittelpunkt 4 gleichbedeutend 
iſt, ſo erhält man ſtatt des geſuchten einen mit dieſem konzentriſchen 
Kreis, welcher durch einen gegebenen Punkt geht und zwei Gerade, 
welche von den gegebenen um den Radius des gegebenen Kreiſes 
entfernt ſind, berührt. Durch die Verſchiebung der Kreisperipherie 
iſt alſo eine Reduktion auf eine einfachere Aufgabe gewonnen. 

Aufgabe 84. Einen Kreis zu beſchreiben, der zwei 
andere berührt und zwar den einen in einem gegebenen 
Punkte. 

Analyſis. Berührt der Kreis um X den Kreis um A in B 
und außerdem den Kreis um C, fo wird, wenn man die Peripherie 
desſelben bis in C verſchiebt, dieſer konzentriſche Kreis, außer daß 
er durch C geht, noch einen um A mit einem Radius, welcher der 
Differenz der gegebenen beiden Radien gleich iſt, beſchriebenen Kreis 
in einem beſtimmbaren Punkte berühren. Alſo wiederum eine 
Reduktion auf eine einfachere Aufgabe. 

Aufgabe 85. Ein Viereck zu konſtruieren aus ſeinen 
Winkeln und zwei gegenüber liegenden Seiten. 

Analyſis. Verſchiebt man die eine der gegebenen Seiten, 
AB etwa an die andere als DE, jo iſt Dreieck DCE gegeben, 
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da KCDE= A+ D— 21 gegeben iſt, wenn A+ D>2R 
ijt, oder & CDE = 2 R—(A+ D) für den Fall, daß A+ D<2R 
ijt. Iſt A+ D = 2 J, fo ijt die Löſung ſehr einfach. 

Aufgabe 86. Durch zwei aus einander liegende Kreiſe 
in gegebener Richtung eine Gerade zu legen, ſo daß die 
entſtehenden Sehnen eine gegebene Differenz bilden. 

Analyſis. (Vergl. A. 81.) Verſchiebt man den Mittelpunkt 
B des kleineren Kreiſes in der gegebenen Richtung bis B’, jo daß 
DB’ gleich der halben gegebenen Differenz ift, jo ijt B’X gleich 
dem Radius dieſes Kreiſes, alſo X direkt beſtimmbar. 

Aufgabe 87. Ein Paralleltrapez zu konſtruieren aus 
den nicht parallelen Seiten, einer Diagonale und dem 
Verhältnis der parallelen Seiten. 

Analyſis. Verlegt man die Seite AB nach DE, ſo find 
die drei konzentriſchen Kreiſe um D mit DC, DE und DB ge 
geben. Man hat in dieſe eine Sehne BEC zu legen, daß BE: BC 
das gegebene Verhältnis iſt. (S. Nachtr. 14.) 

Aufgabe 88. Ein Viereck zu konſtruieren aus drei 
Seiten und den beiden Winkeln an der vierten Seite. 

Analyſis. Sind DA, AB und BC die gegebenen drei Seiten 
und D und C die gegebenen Winkel, und man fällt von A und B 
die Lote AL und BF auf die vierte Seite, jo find durch die 
konſtruierbaren Dreiecke ADE und BOF, in welchen außer der 
Hypotenuſe aus den gegebenen Winkeln D und C ſich je ein Winkel 
ableiten läßt, die beiden parallelen Seiten AE und BF eines 
Trapezes gegeben, von dem man noch die Seite AB kennt. Dies er- 
hält man durch das Dreieck A BG, in welchem BG=BF—AE iſt. 

Aufgabe 89. Ein Trapez zu konſtruieren aus ſeinen 
Diagonalen, der Verbindungslinie der Mitten der nicht 
parallelen Seiten und einem Winkel. 

Analyſis. Iſt LF die gegebene Verbindungslinie, DB und 
AC die Diagonalen, B der gegebene Winkel, und man bringt die 
Diagonale BD in die parallele Lage AK, jo wird, wenn man EF 
bis G in AK verlängert, ſich beweiſen laſſen, daß GH (H Durch⸗ 
ſchnitt mit AC) gleich EF ijt. Es iſt alſo A AGH gegeben, da 
AG und AH die Hälften der betreffenden Diagonalen find. Für 
B ift ein Ort durch & 5 gegeben nach O. 15, wenn man zuvor 

3 * 


http://rcin.org. pl 


36 I. Die geometriſche Analyſis. 


AH bis C um ſich ſelbſt verlängert, der andere iſt die Parallele 
durch A zu GH. Durch das jo beſtimmte 5 erhält man einen 
Ort für D als Parallele durch B zu AG. Schließlich hat man 
AG um fich ſelbſt bis K zu verlängern, und KC ift der zweite 
Ort für D. 

Aufgabe 90. Einen Kreis zu beſchreiben, der zwei 
andere und eine gegebene Gerade berührt. 

Analyſis. Verſchiebt man die Peripherie des geſuchten Kreiſes 
bis in den Mittelpunkt des einen der gegebenen Kreiſe, ſo iſt dieſer 
neue Kreis ein ſolcher, welcher durch einen gegebenen Punkt geht, 
eine Gerade und einen Kreis berührt, und der ſich als Hilfskreis 
einfacher konſtruieren läßt, als der verlangte. Apolloniſches Be— 
rührungsproblem! 

Aufgabe 91. Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei 
Seiten und der Differenz der gegenüber liegenden Winkel. 
(Aus b, e und 5 — C) 

Analyſis mittels Umlegung. Legt man das Dreieck ABC fo, 
daß C’ in 5, und B’ in C zu liegen kommt, wobei die Ecke A’ 
in der durch A zu BC gezogenen Parallele liegt, jo ijt A AB’ A’ 
unmittelbar durch zwei Seiten und den eingeſchloſſenen Winkel ge- 
geben. Es iſt nämlich & AB’ A’ = B — C. 

Aufgabe 92. In einen gegebenen Kreis ein Viereck zu 
beſchreiben, wovon man zwei gegenüber liegende Seiten 
und die Summe der beiden andern Seiten kennt. 

Analyſis durch Umlegung. Bringt man nämlich A ACD in 
die Lage ACD’, fo daß AD’ = CD und CD’ = AD ijt, fo 
liegen beide Paare Seiten, die gegebenen und die nicht gegebenen, 
mit ihren Endpunkten an einander. Das Dreieck ABD’ läßt ſich 
dann unmittelbar konſtruieren und die Ecke C beſtimmen. Legt 
man dann das Dreieck ACD’ wieder um, jo daß AD = CD’ und 
CD = AD’ wird, jo iſt ABCD das verlangte Viereck. 

Aufgabe 93. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel und der zugehörigen Höhe und Mittellinie. (Aus 
x A, ha und ma.) 

Analyſis durch Umlegung in die Lage A’ BC, wo A’ an 
der andern Seite von BC liegt, und 45 = AC, 40 = AB 
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wird. Es iſt dann ABA’C ein Parallelogramm und alſo 
AA’ 2 ma; ferner & ABA’ = 2R — A. 

Aufgabe 94. Ein Quadrat zu konſtruieren, wovon 
zwei Gegenecken auf einer gegebenen Geraden in gegebenen 
Punkten liegen, die beiden andern aber in die Peripherie 
zweier gegebenen Kreiſe fallen ſollen. 

Analyſis durch Umlegung. Sind nämlich A und B die ge— 
gebenen Ecken in der Geraden MN, X und Y die Ecken auf den 
Peripherien der Kreiſe um 0 und O’, jo iſt XYLAB. Wenn 
man daher den Kreis 0“ mit feinem Mittelpunkt in den Gegen- 
punkt von 0“ in bezug auf MN verlegt, jo wird derſelbe den 
Kreis O in X durchſchneiden. 

Aufgabe 95. In einen Kreis ein Viereck einzuſchreiben, 
wenn man von demſelben zwei gegenüber liegende Seiten 
und das Verhältnis der beiden andern kennt. 

Analyſis durch Umlegung wie bei A. 92. 

Aufgabe 96. Ein Tangentenviereck ABCD zu kon— 
ſtruieren aus zwei an einander ſtoßenden Seiten (4 D und 
AB) und den beiden anliegenden Winkeln (von denen 
keiner eingeſchloſſen iſt). 

Analyſis durch Umlegung. Legt man nämlich das Dreieck 
ADC an die andere Seite der den Winkel A halbierenden Geraden, 
jo wird D’C’ in der neuen Lage Tangente bleiben und man erhält 
ein konſtruierbares Dreieck, wovon man die Seite D’B und die 
beiden anliegenden Winkel kennt. Dadurch aber erhält man auch 
den dem Vierecke einzuſchreibenden Kreis als einen äußern Be— 
rührungskreis dieſes Dreiecks. 

§ 17. Eine Umlegung dieſer Art, wie ſie ſchon bei Aufgabe 94 
vorkam, pflegt man ihrer beſonderen Natur wegen „Umlegung durch 
Drehung um eine Axe“ zu nennen. In A. 94 war die gegebene 
Gerade, hier die den Winkel 4 halbierende Gerade die Axe. Die 
Vorteile für die Löſung ergeben ſich hierbei aus der ſymmetriſchen 
Lage der urſprünglichen und der durch Drehung erhaltenen Figur 
zur Drehungsaxe. 

In vielen Fällen ergeben ſich verwendbare Vorteile für die 
Löſung einer Aufgabe durch die Drehung einer Figur (d. h. eines 
Syſtems von Geraden und Kreisbogen) in weiterem Sinne. Wir 
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verſtehen darunter die Drehung einer Figur in bezug auf einen 
gegebenen Punkt in der Weiſe, daß die Verbindungslinie eines 
jeden Punktes der Figur mit dem gegebenen Punkte um einen be— 
ſtimmten Winkel (den Drehungswinkel o), ſelbſtverſtändlich in dem: 
ſelben Sinne, gedreht wird, und die Entfernungen zweier ent- 
ſprechenden Punkte vom gegebenen Punkte vor und nach der Drehung 
in einem konſtanten Verhältnis ſtehen. 

Man überſieht die ſich hierbei ergebenden Vorteile am ſicherſten, 
wenn man den Drehungswinkel o zunächſt gleich Null nimmt. Für 
dieſen Fall reduziert ſich die ganze Operation auf die Konſtruktion 
eines Syſtems, welches in bezug auf den gegebenen Punkt ähnlich 
liegt, wie das gegebene, wobei man eine direkt ähnliche und eine 
umgekehrt ähnliche Lage unterſcheidet, je nachdem der dem Punkte A 
des gegebenen Syſtems entſprechende Punkt A’ des neuen mit 
dieſem an derſelben oder entgegengeſetzten Seite des gegebenen 
Punktes P liegt. 

Da hierbei jede Länge PA’ des neuen Syſtems aus der 
entſprechenden Länge PA des gegebenen nach der Proportion 


PA’: PA=m:n gewonnen wird, jo daß PA’ = = ist 
ſo kann man dieſe Konſtruktion paſſend eine Multiplikation des 


Syſtems mit +” nennen, je nachdem eine direkt oder umgekehrt 
n 9 


ähnliche Lage erhalten wird. 

Iſt die multiplizierte Figur ein Kreis, ſo laſſen ſich die durch 
eine ſolche Multiplikation ſich ergebenden Vorteile am beſten über⸗ 
ſehen und in ihrer allgemeinen Gültigkeit am einfachſten beweiſen. 
Durch die konſtruktive Ausführung einer ſolchen ergiebt ſich zugleich, 
was unter Multiplikation eines Punktes in bezug auf einen gegebenen 
zu verſtehen iſt. ; 

Man kann nämlich von je zwei Kreiſen in der Ebene jeden 
als durch Multiplikation des andern entſtanden denken. Hierbei 
heißen homologe Punkte beider Kreiſe je zwei, welche auf demſelben 
Ahnlichkeitsſtrahl liegen; homologe Gerade werden außer den Ver- 
bindungslinien homologer Punkte (Ahnlichkeitsſtrahlen) je zwei 
Gerade genannt, von denen die eine zwei Punkte des einen Kreiſes, 
die andere die homologen Punkte des anderen verbindet (homologe 
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Linien der erſten und der zweiten Art!); homologe Winkel endlich 
heißen die Winkel, welche je eine homologe Gerade der erſten und 
zweiten Art mit einander bilden. 

Alsdann ergiebt ſich mit Hilfe bekannter Lehrſätze ſehr leicht 
der Beweis für folgende beiden Thatſachen: 

1) Homologe Gerade (der zweiten Art) ſind parallel. 

2) Homologe Winkel ſind einander gleich. 

Auf grund dieſer Thatſachen iſt dann ferner leicht zu erkennen, 
daß zur Multiplikation einer Geraden nur ein Punkt derſelben zu 
multiplizieren iſt, da die Richtung derſelben nicht geändert wird, 
und daß ein Kreis durch Multiplikation ſeines Mittelpunktes und 
eines Punktes ſeiner Peripherie multipliziert wird. 

Findet nun in der oben näher bezeichneten Weiſe noch eine 
wirkliche Drehung der Figur um den Winkel 9 ftatt, welche 


Operation, wenn = =f geſetzt wird, ſymboliſch einfach als Mul— 


tiplikation mit fs in bezug auf einen gegebenen Punkt bezeichnet 
werden kann, ſo iſt leicht zu erkennen, daß auch für dieſen Fall 
obige beiden Thatſachen beſtehen bleiben; denn zum Beweiſe der— 
ſelben hat man nur auf die geänderte Lage des Ahnlichkeitspunktes 
Rückſicht zu nehmen. 

Die hierdurch begründete Auflöſungsmethode mag als Methode 
der Umlegung durch Drehung bezeichnet werden. 

Aufgabe 97. In ein Dreieck einen Halbkreis ſo zu be— 
ſchreiben, daß derſelbe eine Seite in einem gegebenen 
Punkte berührt und mit ſeinen Endpunkten auf den beiden 
andern Seiten liegt. 

Analyſis. Es fet P der gegebene Berührungspunkt in der 
Seite AB und X das dem geſuchten Halbkreiſe entſprechende 
rechtwinklige Dreieck, wovon X in AC, Y in BC liegt. Mul⸗ 
tipliziert man eine der beiden Seiten AC oder BC, etwa BC in 
bezug auf P mit — 1 (man macht PB’ = PB und durch 5 die 
Parallele B. D zu BC), jo iſt, wenn man YP bis Y’ in dieſer 
Parallele verlängert, & Y XP= YXP= XPM (M Mittel: 
punkt des Halbkreiſes) d. h. XY’ ||] PM. Wenn man daher PM 
nach beiden Seiten bis zu den Durchſchnitten F und 6 mit der 
Seite AC und der Parallele DB’ verlängert, jo hat man zur 
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Beſtimmung des Punktes X in das Dreieck GDF ein rechtwinkliges 
Dreieck fo zu beſchreiben, daß der Scheitel des rechten Winkels in P 
fällt, und die Hypotenuſe XY’ || werde. Dieſe Aufgabe wird 
aber durch die ſpäter zu behandelnde Ahnlichkeitsmethode gelöſt, 
weshalb wir auf A. 125 verweiſen. 

Aufgabe 98. In ein Kreisſegment ein einem gegebenen 
ähnliches Dreieck ſo zu beſchreiben, daß eine Ecke in einen 
gegebenen Punkt der Sehne fällt. 

Analyſis. Man berückſichtige die gegebene Form des zu 
konſtruierenden Dreiecks dadurch, daß man den Winkel, deſſen 
Scheitel in den gegebenen Punkt der Sehne fallen ſoll, ſowie das 
Verhältnis der denſelben einſchließenden Seiten als gegeben be— 
trachtet. Iſt dieſer Winkel = « und das Verhältnis der Schenkel 


m 


desjelben — . jo multipliziere man den Kreis M, wozu das 


gegebene Segment gehört, in bezug auf den gegebenen Punkt P 
der Sehne AB mit f., indem man zunächſt & BPC=a und 
PC=f.PB macht; alsdann mache man & MPM’ = e und 
PM” =. PM.. Dann iſt M“ Mittelpunkt und 7“ 0 Radius 
des durch die Multiplikation erhaltenen Kreiſes. Derſelbe ſchneidet 
den Bogen des Segmentes in X; macht man nun noch XPY = a, 
fo iſt X das verlangte Dreieck. 

Der Beweis folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke MPB und 
M”PC, und PM“ X und PMY. (M und M” find homologe 
Winkel.) 

Zuſatz. Soll PX gleichſeitig werden, jo vereinfacht fic) die 
Konſtruktion weſentlich. 

Aufgabe 99. Ein Dreieck mit einer Ecke in einen ge— 
gebenen Punkt und mit den beiden andern Ecken auf zwei 
Kreisperipherien zu legen, ſo daß es einem gegebenen 
ähnlich wird. 

Analyſis. Liegt das Dreieck AX J, deſſen Eckpunkt A ge— 
geben iſt, mit den Ecken X und J auf den Peripherien der Kreiſe 
um M und N und ift einem gegebenen Dreieck ähnlich, oder, was 
dasſelbe iſt, iſt & A gegeben und ebenſo das Verhältnis AX: AY 
=m:n, jo kommt die ganze Löſung auf die Beſtimmung des 
Punktes X (oder T) hinaus. Dreht man nun AN in die Lage AP, 
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jo daß & NAP = dem gegebenen Winkel A iſt, fo iſt auch 
X PAX=NAY. Beſtimmt man nun AN’ fo, daß AN’: AN 
m: n iſt, jo muß, damit die Dreiecke AN’ X und AN F ähnlich 
werden, auch NX: NY m: un fein. Da nun NY als Radius 
des Kreiſes N gegeben ift, fo läßt ſich N’ X beſtimmen und dadurch 
der Punkt X ſelbſt. Zieht man dann AX und macht X XAY 
= PAN, jo iſt AX das verlangte Dreieck. Denn es it X NAX 
= NAY, ferner AN’: A Nm: n, desgleichen NX: NT min, 
folglich A NAX Æ NAY, alſo AX: AT AN :AN=m:n. 
Da aber & XA dem gegebenen gleich ijt, jo entſpricht das 
Dreieck AX ] den geſtellten Bedingungen. 

$ 18. Durch die vorhergehenden Aufgaben zeigt ſich, daß die 
Methode der Parallelverſchiebung zum Zwecke einer Reduktion mit 
beſonderem Vorteil bei Vierecksaufgaben angewandt werden kann. 
Es wird daher zweckmäßig ſein, eine allgemeine, in ſehr vielen 
Fällen nutzbringende Verſchiebung beim (ordinären) Vierecke noch 
beſonders in Kürze hervorzuheben. Man verſchiebt zwei Seiten 
bis in die gegenüber liegende Ecke und die zu dieſer Ecke gehörende 
Diagonale bis in die Nachbarecken. Dadurch erhält man ein 
Parallelogramm, in welchem viele Stücke des Vierecks in einfacherer 
und unmittelbarerer Verbindung mit einander vorkommen. So ſind 
die Seiten des entſtehenden Parallelogramms die Diagonalen des 
urſprünglichen Vierecks, die von obiger Ecke des Vierecks zu den 
Ecken des Parallelogramms laufenden Linien ſind die Seiten des 
Vierecks. Die Diagonalen des Parallelogramms ſind doppelt ſo 
groß wie die die Mitten der gegenüber liegenden Seiten des Vierecks 
verbindenden Geraden. Auch Winkel des Vierecks kommen in dem 
Parallelogramm vor; z. B. ſind die Winkel des Parallelogramms 
die Winkel zwiſchen den Diagonalen des Vierecks. Selbſt der Inhalt 
des Parallelogramms ſteht in einfachſter Beziehung zum Inhalt des 
Vierecks, indem es doppelt ſo groß iſt. 

§ 19. Eine für die Reduktion häufig mit Vorteil anzu⸗ 
wendende Methode iſt ferner die ſogenannte Ahnlichkeits— 
Methode. Sie findet in den Fällen Anwendung, in welchen 
man zwar nicht auf einen vollſtändig konſtruierbaren Teil der ge— 
ſuchten Figur reduzieren, wohl aber aus den Bedingungen der 
Aufgabe eine Figur ableiten kann, welcher der geſuchten Figur 
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oder einem Teile derſelben ähnlich iſt. Ganz beſonders empfiehlt 
ſich dieſe Methode, wenn zur Konſtruktion einer Figur außer einer 
Länge nur Winkel oder Verhältniſſe von Längen gegeben ſind. 
Durch letztere erhält man bei einer beliebig gewählten Länge eine 
Figur, welche der geſuchten ähnlich iſt und aus welcher durch die 
Einführung der gegebenen Länge meiſt mittels Parallelen in ein— 
fachſter Weiſe die geſuchte Figur abgeleitet werden lann. Wäre 
beiſpielsweiſe die Konſtruktion eines Dreiecks verlangt aus zwei 
Winkeln und irgend einer daran vorkommenden Länge (Seite, Höhe, 
Mittellinie, einem Winkelhalbierer, einem zugehörigen Radius u. ſ. w.), 
ſo zeichne man vorerſt ein beliebiges Dreieck, welches die ge— 
gebenen Winkel enthält. Dies beliebige Dreieck iſt dem geſuchten 
ähnlich. Zieht man dann in demſelben die der gegebenen ent— 
ſprechende Linie und macht ſie dieſer gleich, ſo läßt ſich in ein— 
fachſter Weiſe meiſt durch Parallelen (nur wenn der Radius des 
umgeſchriebenen Kreiſes die gegebene Länge iſt, iſt die Ableitung 
etwas anders) das geſuchte Dreieck ableiten. Außer dieſem zur 
allgemeinen Charakteriſtik angeführten Beiſpiele mögen zur näheren 
Darlegung der Methode noch einige Beiſpiele folgen. 

Aufgabe 100. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem gegenüber liegenden Winkel und dem Ber: 
hältnis der beiden andern Seiten. (Aus a, A und 5c.) 

Analyſis. Sieht man zunächſt von der gegebenen Länge 
ab und konſtruiert ein Dreieck A’B’C’, worin 4 = A und 
407: 45 bie iſt, fo it A A’B’C’ dem geſuchten ABC 
ähnlich. Man hat nur in dies Dreieck die gegebene Länge ent: 
ſprechend einzuführen, indem man etwa B’C = a macht, und durch 
C die Parallele CA bis in B’A’ zu ziehen. Dann iſt A AB’C 
das verlangte. 

Aufgabe 101. Zwiſchen zwei Radien eine Tangente 
ſo an den Kreis zu legen, daß ſie im Berührungspunkte 
nach einem gegebenen Verhältnis (m:n) geteilt wird. 

Analyſis. Sind MA und MB die Radien und wird die 
Tangente CD im Berührungspunkte X jo geteilt, daß CX: DX 
= m:n ift, jo wird jede zu CD parallel gezogene, von denſelben 
Radien begrenzte Gerade C’D’ in ihrem Durchſchnittspunkte X“ 
mit MX nach demſelben Verhältnis geteilt. Eine ſolche Gerade 
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C' läßt ſich aber konſtruieren, wenn man das beliebige Stück 
MD’ abſchneidet und X’ durch zwei Orter beſtimmt. Der eine 
iſt der Halbkreis über MD’, da & MX = 1s fein muß, der 
andere die Parallele zu MA aus einem Punkte E in der be- 
liebigen MD’, welche dieſe nach dem gegebenen Verhältniſſe m:n 
teilt. MX“ giebt dann den Berührungspunkt X und die durch X 
zu C’D’ gezogene Parallele die verlangte Tangente. 

Aufgabe 102. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, der zugehörigen Höhe und dem Verhältnis der 
durch die Höhe auf der Gegenſeite gebildeten Abſchnitte. 
(Aus A, ha und p: 4) 

Analyſis. Betrachtet man A, als den Radius und KA 
als den Centriwinkel eines Kreiſes, ſo iſt dieſe Aufgabe von der 
vorigen nicht verſchieden. Etwas anders geſtaltet ſich folgende 
Analyſis. Eine beliebige Parallele zu BC, etwa B’C’, wird von 
der Höhe AD nach demſelben Verhältnis geteilt. Man kann alſo 
zwei Linien 5. D' und D’C’, welche das gegebene Verhältnis 
haben, aneinander legen und, nachdem man das Lot in D’ 
zu B’C’ errichtet hat, mittels O. 15 den Punkt A beſtimmen. 
Dann mache man AD gleich der gegebenen Höhe u. ſ. w. 

Aufgabe 103. Ein Dreieck zu fonftruieren aus einem 
Winkel, der zugehörigen Höhe und Mittellinie. (Aus 4, 
ha und ma.) 

Analyſis. Iſt D der Fußpunkt der Höhe , E die Mitte 
von BC, jo iſt durch den Winkel A und den durch das kon— 
ſtruierbare Dreieck ALD gegebenen Winkel ALD (zwiſchen der 
Mittellinie und der zugehörigen Seite) ein Dreieck gegeben, welches 
dem geſuchten ähnlich iſt. 

Aufgabe 104. Von einem Punkte einer Kreisperi— 
pherie aus eine Sehne zu ziehen, welche eine andere ſo 
ſchneidet, daß die Entfernungen ihres anderen Endpunktes 
vom Durchſchnittspunkte und dem einen Endpunkte der 
gegebenen Sehne ein gegebenes Verhältnis haben. 

Analyſis. Iſt von A aus die Sehne AD fo durch die 
gegebene Sehne BC, welche in E geſchnitten wird, gezogen, daß 
DE: Do m ift, fo iſt durch den Bogen AC der Winkel 
EDC und durch Hinzunahme des gegebenen Verhältniſſes DL: D 
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das Dreieck DEC feiner Form nach konſtruierbar. Konſtruiert 
man nun ein ſolches in der richtigen Lage, fo erhält man Punkt D 
in einfachſter Weiſe. 

Aufgabe 105. Zwiſchen zwei Dreiecksſeiten eine Pa— 
rallele zur dritten zu legen, ſo daß dieſelbe die mittlere 
Proportionale werde zwiſchen den Abſchnitten einer der 
beiden Seiten. 

Analyſis. Iſt DE BC, dann it AD: AB = DE: BC 
oder AD?: AB* = DE: BO. Bt nun DE?— AD. DB, 
jo folgt AD: DB = AB’: BC’, was ſich konſtruieren läßt. 
(S. Nachtrag 10.) 

Aufgabe 106. In ein Dreieck ABC eine Gerade XY 
zwiſchen AC und BC fo zu legen, daß BX = XY= YC 
wird. 

Analyſis. Verbindet man B mit Y und zieht durch den 
beliebigen Punkt D dieſer Verbindungslinie die Parallelen DE 
und DF zu XY und YC, fo läßt ſich das Viereck BEDF fon: 
ſtruieren, da * B gegeben iſt und BE = ED = ijt. Die 
Diagonale BD beſtimmt dann den Punkt Y, durch welchen 
YX || zu legen iſt. 

Aufgabe 107 und 108. Ein Dreieck zu konſtruieren 
aus einem Winkel und den Summen, welche jede der ein— 
zelnen Seiten mit der dritten macht; ſpeziell ein recht— 
winkliges Dreieck aus der Summe der Hypotenuſe und 
jeder Kathete. (Allgemein aus A,a+b, a e.) 

Analyſis. Stellt man die gegebenen Summen unter Bei— 
behaltung des gegebenen Winkels dar (vergl. Anm. zu Analyſis 
von A. 49 und 50), ſo erkennt man die Identität dieſer beiden 
Aufgaben mit der vorhergehenden. 

Aufgabe 109. Ein Dreieck zu konſtruieren aus dem 
Radius des umgeſchriebenen Kreiſes und dem Verhältnis 
der drei Seiten zu einander. (Aus „ und a:b:e.) 

Analyſis. Durch das gegebene Verhältnis der drei Seiten 
iſt ein Dreieck A’B’C’ gegeben, welches dem geſuchten ABC 
ähnlich iſt. Konſtruiert man dies und beſchreibt darum einen 
Kreis, deſſen Mittelpunkt O fei, jo hat man nur die Radien OA’, 
OB’ und OC’ bezüglich bis A, B und C zu nehmen, fo daß 
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OA=OB=O0C=r ijt, um das geſuchte Dreieck ABC zu 
erhalten. 

Aufgabe 110. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem Verhältnis einer zweiten Seite zum Radius 
des umgeſchriebenen Kreiſes und dem Gegenwinkel der 
dritten Seite. (Aus a, b:r und C.) 

Analyſis. Ein dem Dreiecke MDA, in welchem M der 
Mittelpunkt des umgeſchriebenen Kreiſes und D die Mitte von 5 
iſt, ähnliches Dreieck, welches konſtruiert werden kann, giebt den 
* DMA =. Dadurch find aber alle Winkel des Dreiecks 
bekannt. 

Aufgabe 111. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem Radius des umgeſchriebenen Kreiſes und dem 
Verhältnis einer andern Seite zu ihrer Höhe. (Aus a, 
r und b: hy.) 

Analyſis. Errichtet man in 4 und C Lote auf b und a, 
welche fic) in J ſchneiden, fo it ACAF~ BCD, wobei BD 
die Höhe A, iſt. CF läßt ſich aber durch eine Proportion aus 
der Ahnlichkeit dieſer Dreiecke beſtimmen, und, nachdem J beftimmt, 
laſſen ſich für Punkt 4 zwei Orter angeben und zwar nach O. 6 
und O. 1 durch den gegebenen Radius. 

Aufgabe 112. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite und den Verhältniſſen jeder der beiden anderen 
Seiten zu ihrer Höhe. (Aus a, ): % und : /.) 

Analyſis. Außer dem Punkte F (in voriger Analyſis) be- 
ſtimmt man in ähnlicher Weiſe in dem Lote in B auf BC den 
Punkt E und hat dann für 4 zwei Orter, beide nach O. 6. 

Aufgabe 113. Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei 
Seiten und dem Verhältnis der dritten Seite zu ihrer 
Höhe. (Aus a, b und :e.) 

Analyſis wie bei den vorhergehenden Aufgaben. 

Aufgabe 114. Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei 
Seiten und dem Verhältnis der dritten Seite zu einer 
der Höhen, welche zu einer der gegebenen Seiten gehört. 
(Aus a, c, b: ha) 

Analyſis. Durch die Proportion 5: = d: J läßt ſich 
die Höhe A, beſtimmen. 
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Aufgabe 115. Ein rechtwinkliges Dreieck zu kon— 
ſtruieren aus dem Verhältnis der Quadrate der Katheten 
und der Höhe auf die Hypotenuſe. (Aus 5c und h,.) 

Analyſis. Da das Verhältnis 52: = : iſt, fo läßt 
ſich ein Dreieck 40,5“, ähnlich dem geſuchten, in einfacher Weiſe 
konſtruieren. 

Aufgabe 116. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, der zugehörigen Mittellinie und dem Verhältnis 
einer der beiden andern Seiten zu ihrer Höhe. (Aus a, 
m. und b: J.) 

Analyſis wie bei A. 109. Ein zweiter Ort für A ergiebt 
ſich nach O. 1 durch ma. 

Aufgabe 117. Ein Dreieck zu konſtruieren aus ſeinem 
Umfange, dem Verhältnis zweier Höhen und dem Ver— 
hältnis der dritten Seite zum Radius des umgeſchriebenen 
Kreiſes. (Aus a Pe, h: und e:r.) 

Analyſis. Durch e:r ift der Winkel C gegeben und durch 
ha:h, das Verhältnis ):. Es iſt daher ein Dreieck OEF ABC 
gegeben. Stellt man an dieſem Dreiecke den Umfang dar, indem 
man EF über E und F bis 6 und H um EC und FC ver: 
längert, jo hat man nur GH bis J zu verlängern, fo daß 
GJ =a+tb+e wird und durch eine Parallelle JK zu CG 
bis in CH den Punkt X zu beſtimmen, durch welchen eine Parallele 
KL zu GH ein Dreieck LKC giebt, aus welchem ABC in ein- 
fachſter Weiſe abzuleiten iſt. 

Aufgabe 118. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, der zugehörigen Höhe und dem Verhältnis einer 
andern Seite zu ihrer Höhe. (Aus a, / und b: h,) 

Analyſis wie A. 114. 

Aufgabe 119. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem Flächeninhalt und dem Verhältnis einer 
andern Seite zu ihrer Höhe. (Aus a, F, b: hy) 

Analyſis. Aus F und a beſtimmt ſich 7a; dadurch iſt dieſe 
Aufgabe auf die vorhergehende reduziert. 

Aufgabe 120. Ein Viereck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem Verhältnis zweier andern Seiten und den 
Winkeln. (Aus a, b:c, A, B, C.) 
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Analyſis führt leicht auf ein konſtruierbares ähnliches Viereck, 
woraus das geſuchte durch Einführung der gegebenen Seite leicht 
abgeleitet werden kann. 

Aufgabe 121. Ein Sehnenviereck zu konſtruieren, wo— 
von gegeben ſind eine Seite, das Verhältnis zweier Nach— 
barſeiten und die Winkel. (Aus a, b:c und A und 5.) 

Analyſis. Durch den Winkel C und das Verhältnis b:c 
iſt zunächſt ein Dreieck CB’D’ gegeben, welches man durch die 
bekannten Winkel D und B zu einem Sehnenviereck CB’A’D’ 
vervollſtändigen kann, welches dem geſuchten ähnlich iſt. Legt man 
nun zwiſchen CB’ und CA’ die Gerade BA= a und parallel 
zu B’A’, fo vollendet die Parallele AD zu A’D’ das geſuchte 
Sehnenviereck ABCD. 

Aufgabe 122. Ein Dreieck zu fonftruieren aus dem 
Verhältnis zweier Seiten und den zugehörigen Mittel— 
linien. (Aus a:b, ma und m,.) 

Analyſis. Zieht man CF || m, bis in ma, fo iſt AP = Ama, 
Fam, und CD: AC=4a:b. Man hat alſo leicht für C 
zwei Orter, einen durch das bekannte FC nach O. 1, den andern 
durch das bekannte Verhältnis CD: AC nach O. 2 

Aufgabe 123. Ein Dreieck zu . aus zwei 
Seiten und dem Verhältnis der zugehörigen Mittellinien. 
(Aus a, b und ma: m..) 

Analyſis. Zieht man AF || m, bis in a, fo iſt OF=2a, 
DF = I und DA: FA = ma: 2%. Unter Hinzunahme von 
Ab ergeben ſich für A zwei Orter und zwar nach O. 1 und O. 22. 

Aufgabe 124. Ein Paralleltrapez zu konſtruieren aus 
den Diagonalen desſelben und den Winkeln an einer 
Grundlinie. 

Analyſis. Schneiden die verlängerten Seiten AD und BC 
einander in F, fo iſt durch die Winkel A und 5 die Form des 
Dreiecks ABF gegeben. Berückſichtigt man ferner, daß die Ver— 
bindungslinie von F mit dem Durchſchnittspunkte E der Diago— 
nalen jede der parallelen Seiten halbiert, und daß ſich AL: BE 
verhält wie die Diagonalen, ſo läßt ſich auch leicht ein Dreieck 
A’B’E’ konſtruieren, welches dem Dreiecke ABE ähnlich iſt. 
Daraus aber iſt das geſuchte Trapez einfach abzuleiten. 


48 II. Die Konftruftion und der Beweis. 


Zuſatz. Daß jede Parallele zu AB von FL halbiert wird, 
zeigt ſich am einfachſten, wenn man, was leicht geſchehen kann, 
beweiſt, daß die Parallele durch L in der That von jener Linie 
halbiert wird. 

Aufgabe 125. In ein Dreieck ABC ein Dreieck DEF 
ſo zu beſchreiben, daß der Scheitel des gegebenen Winkels 
F in einen gegebenen Punkt fällt und DE einer gegebenen 
Geraden parallel wird. 

Analyſis. Iſt DEF das verlangte Dreieck, von welchem 
der Punkt F auf AB gegeben und DE der Geraden L parallel 
iſt, fo ziehe man durch eine Ecke der AB, etwa A, die AH 
parallel zu L bis in die Gegenſeite BC und durch A und H 
Parallelen zu EF und DI’, welche ſich in 6 ſchneiden. Dieſer 
Punkt 6 auf der Geraden CF läßt ſich durch den Winkel 
AGH = beſtimmen und dann durch die Parallelen FE und 
FD zu AG und HG die Punkte E und F. 

Zuſatz. Soll das Dreieck mit einer Ecke in einem gegebenen 
Punkte liegen, während die beiden andern auf zwei Geraden liegen, 
ſo ziehe man, wenn die beiden Geraden einander ſchneiden, durch 
den Punkt eine beliebige, dieſelben ſchneidende Gerade, im andern 
Falle eine dritte Parallele, wodurch eine Reduktion auf A. 125 
erhalten wird. 


II. Die Konſtruktion und der Beweis. 


§ 20. Der zweite Teil einer ſtreng wiſſenſchaftlichen Löſung 
einer Konſtruktionsaufgabe, die Konſtruktion, hat die durch die 
Analyſis als konſtruierbar feſtgeſetzten Punkte, Geraden oder Kreiſe 
wirklich durch eine Zeichnung darzuſtellen. Je nachdem die Ana— 
lyſis blos durch geometriſche Orter oder durch Reduktion aufgeſtellt 
iſt, ſind im erſtern Falle die in der Analyſis gefundenen Orter 
wirklich zu zeichnen und die erforderlichen Punkte dadurch feſt— 
zuſtellen; im andern Falle ift die Zeichnung etwa gefundener Hilfs: 
figuren wirklich auszuführen und daran die Feſtſtellung der er: 
forderlichen Punkte noch mit Hilfe von geometriſchen Ortern wirklich 
zu bewirken. Der Weg der Konſtruktion muß offenbar der um- 
gekehrte der Analyſis ſein, indem dieſe von den zu beſtimmenden 
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Punkten und Linien ausgehend zu einem aus den Bedingungen 
der Aufgabe konſtruierbaren Punkte oder Linie zu gelangen ſucht, 
jene, ausgehend von der Konſtruktion des zuletzt in der Analyſis 
als konſtruierbar gefundenen Punktes (oder Linie), in umgekehrter 
Ordnung die geſuchten Punkte beſtimmen muß. 

Im dann folgenden dritten Teile, dem Beweiſe, iſt der 
Nachweis zu liefern, daß durch die Konſtruktion eine Figur er— 
halten iſt, welche die in der Aufgabe geſtellten Bedingungen erfüllt, 
daß alſo erhaltene Linien und Winkel die vorgeſchriebene Größe 
haben. Der Beweis ſchließt ſich unmittelbar an die Konſtruktion 
an, und macht darum alle Schlüſſe in umgekehrter Folge, wie in 
der Analyſis. 

Um die Teile einer Löſung nicht noch mehr auseinander zu 
reißen, als es durch die Trennung der Analyſis ſchon notwendig 
wurde und durch die im folgenden Kapitel getrennte Behandlung 
des vierten Teiles (der Determination) noch ferner notwendig 
wird, ſollen im folgenden Konſtruktion und Beweis einer Reihe 
der vorhergehenden Analyſen nacheinander und verbunden ange— 
ſchloſſen werden. Wir werden dabei diejenigen Analyſen unberück— 
ſichtigt laſſen, bei denen ſich die Konſtruktion und der Beweis ſo 
zu jagen ganz unmittelbar ergeben, und etwa vorkommende Elementar- 
konſtruktionen als bekannt vorausſetzen. 

Zu Aufgabe 25. 

Konſtruktion. An einem Endpunkt der hingelegten Seite 
5 a, etwa in B, lege man den Winkel CBL = A, errichte 
in B auf BE ein Lot, desgleichen ein Lot zu BC in deren 
Mitte F. Um den Durchſchnitt M dieſer beiden Lote beſchreibe 
man mit MB als Radius einen Kreis, fo iſt dieſer der eine Ort 
für A. Dann verbinde man M und C, beſchreibe über MC als 
Diameter einen Kreis und um B einen Kreis mit m, als Radius. 
Der Durchſchnitt D beider Kreiſe ift die Mitte der Seite CA. 
Die Verbindungslinie OD ſchneidet verlängert den erſten Ort in A, 
und A ABC iſt das verlangte. 

Beweis. BE iſt Tangente und BC Sehne des Kreiſes 
um M; es iſt alſo, da & CBE gleich & A gemacht iſt, jeder 
Peripheriewinkel an dieſem Bogen, deſſen Schenkel durch B und C 
gehen, dieſem Winkel gleich. BC iſt gleich a eae und CA 


Brockmann, Methodik. 
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in D halbiert, da MD L CA ijt; es iſt alſo BD Mittellinie 
und gemäß der Konſtruktion gleich mp. 

Zu Aufgabe 70. 

Konſtruktion. Nachdem das rechtwinklige Dreieck BFH, 
worin die Hypotenuſe FB = m, und die Kathete FH = iſt, 
konſtruiert worden, beſtimme man in FB den Punkt 8 jo, daß 
FS=4m, Dann ziehe man durch F zu BH eine Parallele 
und beſchreibe um S mit einem Radius — 4m, einen Kreis, der 
die Parallele in 6 durchſchneidet, ziehe GS und verlängere dieſe 
Linie bis in C (in BH), und ziehe endlich CF und BG bis 
zum Durchſchnitt 4. Dann iſt A ABC das verlangte Dreieck. 

Beweis. Weil GF BA gezogen, iſt GS: 80 =S: SB, 
alſo, da G8 = Ame, G = me. Weil ferner FG: B VS: S, 
jo iſt FG =4 BC, woraus folgt, daß G und F die Mitten von 
AB und AC, alſo BF=m, und CG = m, wirklich Mittellinien 
find; endlich ft AD = 2 FH —=h.. 

Zu Aufgabe 74. 

Konſtruktion. Nachdem man gemäß der Analyſis das Ver— 
hältnis EL’: AB’ men gefunden und daraus unter Berück— 
ſichtigung, daß B’E = AF” werden ſoll, das Verhältnis LB’: B’A 
— p 4 feſtgeſtellt hat, ziehe man den beliebigen Radius CA, 
teile dieſen in G nach dem gefundenen Verhältnis p: 9 und be— 
ſtimme die Länge von GB’ durch die Proportion GB’: CE 
=g:p+g Mit dem gefundenen GB’ beſchreibe man um G 
einen Kreis, welcher den Punkt 5“ beſtimmt, wodurch man die 
geſuchte Gerade erhält. Den Durchſchnitt B verbinde man mit C, 
ziehe durch C zur konſtruierten Geraden eine Parallele, auf welcher 
man endlich mittels einer Parallele durch A zu CE den Punkt D 
beſtimmt. Dann iſt ABCD das verlangte Paralleltrapez. 

Beweis. Die Seiten AD und CB, ſowie die Diagonale 
CB kommen in dem Viereck, welches, da CD || AB gezogen, ein 
Paralleltrapez iſt, vor, und zwar CB und CA unmittelbar als 
Radien zweier konzentriſcher Kreiſe, AD als Seite eines Parallelo- 
gramms, in welchem die Gegenſeite CL gleich der gegebenen Seite 
genommen iſt. Es bleibt bloß zu beweiſen übrig, daß die Diago— 
nale PB = iſt; denn CF iſt als die gegebene Länge der 
Diagonale zum Radius genommen. Nun iſt aber gemäß der 
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Konſtruktion 4E = BF == , alſo auch DB =CF, weil auch 
CD | AE ift. 

Zu Aufgabe 76. 

Konſtruktion. Man konſtruiere die Dreiecke EFG und 
EFH, deren Seiten man kennt, ziehe durch G und F Parallelen 
zu FH und GH, welche fic) in C ſchneiden. Die Parallele durch 
H zu FG beſtimmt die Ecke A und die Parallelen durch A und C 
zu EH und GH den Punkt D. CG und AH beſtimmen endlich 
den Punkt Bund ABCD ijt das verlangte Viereck. 

Beweis. Durch F, G und H find die Parallelen AC zu 
HG, AB zu FG und BC zu FH gezogen, alſo find FGBH, 
FG HA und FHGC Parallelogramme. Alſo iſt TG HEA; 
folglich AB=2FG. In gleicher Weiſe ergiebt ſich, daß 
BC=2FH, und F die Mitte von AC. Weil ferner CD | LG 
und AD [EA, jo folgt, daß C = 2 EGA und 4 2. EH 
und außerdem FL die Mitte von BD iſt. Nun iſt EV gemäß 
der Konſtruktion die gegebene Entfernung der Mitten der Diago— 
nalen und die Seiten FG, FH, EG und E der Reihe nach 
die halben gegebenen Seiten, weshalb das Viereck die gegebenen 
Stücke enthält. 

Zu Aufgabe 77. 

Konſtruktion. Man konſtruiere das Dreieck LGH, worin 
EG und Eu zweien Gegenſeiten des Vierecks gleich find. Dann 
nimmt man F als Mitte von AB und beſchreibt das Dreieck 
FBH, worin FB und HB bezüglich die Hälften der gegebenen 
Seiten AB und CD find. Dann beſtimmt man durch Parallelen 
durch E zu HB und durch B zu LA den Punkt C, und endlich 
durch Verlängerung von CE und BF über E und F um ſich ſelbſt 
die Punkte D und 4. ABCD ijt alsdann das verlangte Viereck. 

Beweis. Nach der Konſtruktion iſt ET gleich der gegebenen 
Verbindungslinie der Mitten zweier Gegenſeiten, die Punkte E 
und F aber wirklich die Mitten von CD und AB. Ferner iſt 
EHBC ein Parallelogramm, alſo LH = BC, HB=EC=4CD. 
Ferner iſt AGED ein Parallelogramm, alſo 40 = EG. Da 
nun die Seiten FB und HB gleich den Hälften der entſprechenden 
gegebenen Seiten genommen worden ſind, ſo ergiebt ſich, daß das 
Viereck die gegebenen Stücke wirklich enthält. 


4 * 
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Zu Aufgabe 81. 

Konſtruktion. Durch den Mittelpunkt B ziehe man eine 
Gerade BL parallel zu der gegebenen Richtung, fälle darauf von 
dem Mittelpunkte A des anderen Kreiſes das Lot AC und nehme 
auf der Geraden CB’ gleich der halben gegebenen Summe. Dann 
beſchreibt man von B’ mit dem Radius des gegebenen Kreiſes B 
einen Kreis, der den Kreis A in X durchſchneidet. Der Kreis B“ 
iſt die durch Verſchiebung erhaltene neue Lage des Kreiſes B. 
Endlich zieht man durch X ein Lot auf AC, fo iſt dieſe Gerade 
die geſuchte. 

Beweis. Es ijt CB’ s, alſo die Summe der Sehnen 
in den Kreiſen A und 5 gleich s. Da nun der Punkt B die 
gleiche Entfernung von der zu AC ſenkrecht durch X gezogenen 
Geraden hat, wie B’, jo bleibt auch in dieſer Lage die Sehne von 
derſelben Größe und die Summe beider Sehnen gleich s d. i. gleich 
der gegebenen Summe. 

Zu Aufgabe 82. 

Konftruftion. Über der Centrale MN beſchreibe man einen 
Halbkreis, dann von P an den Kreis M eine Tangente. Aus dieſer 
Tangente und dem Radius des Kreiſes Wals Katheten konſtruiere 
man ein rechtwinkliges Dreieck und mit deſſen Hypotenuſe um P 
als Mittelpunkt einen Kreis, welcher den Halbkreis über MN in X 
durchſchneidet. Dann beſchreibe man um X mit dem Radius des 
Kreiſes N einen Kreis, welcher den Kreis M in A und B jchneidet. 
Dann iſt PAB die Richtung der geſuchten Geraden. 

Beweis. Weil die Tangenten von P an die Kreiſe um N 
und X gemäß der Konſtruktion einander gleich find, jo iſt PAB 
eine Gerade, alſo AB die gemeinſame Sehne. Durch Verſchieben 
des Kreismittelpunktes X nach N bleibt aber die Sehne ungeändert 
da XN 1 XM ijt, alſo Sehne 45 = CD. 

Zu Aufgabe 85. 

Konſtruktion. Man konſtruiere A LDC, worin ED und DC 
den gegebenen Gegenfeiten und =< LDC = A+ - 2 iſt. 
Dann beftimme man durch D und & C je einen Ort für A 
und B, die Parallele durch E zu DA beſtimmt dann B, und 
B54 E giebt A. Dann iſt ABCD das verlangte Viereck. 

Beweis. Die beiden gegebenen Gegenſeiten ſind in dem Viereck 
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enthalten, da AB= DE iſt. Ferner find in D und C die ent: 
ſprechenden gegebenen Winkel angelegt. Nun iſt 

X EDC=A+D—2R—D—(2R—A)=D—ADE, 
alſo & A ein gegebener Winkel, folglich auch der vierte Winkel 5 
der gegebene. 

Zu Aufgabe 87. 

Konſtruktion. Um den beliebigen Punkt D beſchreibe man 
drei konzentriſche Kreiſe, wovon der innerſte und äußerſte als Radien 
die gegebenen nicht parallelen Seiten haben mögen, der mittlere 
als Radius die im Viereck von D ausgehende Diagonale. Be- 
zeichnet man die parallelen Seiten BC und DA durch Y und d, 
fo iſt, wenn man ETF zieht, DF: FC = d: b — d, ebenſo 
EF: BD CV: CU =- d b. Durch dieſe Proportion läßt 
ſich in dem beliebigen Radius DC der Punkt F beftimmen und 
auch die Länge von LF, da aus dem gegebenen Verhältnis b: d 
leicht das hier nötige Verhältnis d:b — d oder b: b — d abgeleitet 
werden kann. Durch das gefundene LF beſtimmt man den Punkt L 
in der Peripherie des innerſten Kreiſes mittels eines Kreisbogens um J“ 
und erhält dann das Trapez in einfachſter Weiſe als das verlangte. 

Beweis. DaB, E und C auf der Peripherie der konzentriſchen 
Kreiſe liegen, ſo ſind die gegebenen Seiten und die eine Diagonale 
von ſelbſt in dem Trapeze enthalten. Es iſt ferner 
BE: EC DFF: FC d: b - d und EF: BDU d b: b, 
woraus fic) ergiebt, daß DE: 5 = d: b. Da nun BE = AD, 
ſo haben auch die parallelen Seiten das gegebene Verhältnis. 

Zu Aufgabe 89. 

Konſtruktion. Man konſtruiere Dreieck AHG, worin AH 
und AG die halben Diagonalen und HG (= EF) die gegebene 
Verbindungslinie der Mitten der nicht parallelen Seiten iſt. Schneidet 
nämlich die Verbindungslinie E“ die Diagonale BD in J, fo iſt 
nach einem bekannten Lehrſatze der Planimetrie LJ = HF, und 
da JF= FG iſt, auch LF = HG. Dann verlängere man AH 
über H um ſich ſelbſt bis C und beſtimme durch einen Kreisbogen 
über AC mit Rückſicht auf den gegebenen Winkel B und durch 
eine Parallele durch A zu HG den Punkt B; verlängere AG 
über G um ſich ſelbſt bis X und mache K = AB, dann iſt 
ABCD das verlangte Trapez. 
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Beweis. 40 = 24 N, 4D = 2A, alſo EF die gegebene 
Mittellinie. Ebenſo find H und J die Mitten von AC und BD, 
daher haben auch die Diagonalen die gegebenen Längen. Endlich 
iſt SB gleich dem gegebenen und 45 C, alſo das Viereck 
ein Paralleltrapez. 

Zu Aufgabe 100. 

Konſtruktion. Man konſtruiere Dreieck A’B’C’, worin 
der gegebene Winkel und A’C’: 4.5 be iſt. Dann 
mache man B’C = a und ziehe durch C die Parallele CA zu C4“, 
fo iſt ABC das verlangte Dreieck. 

Beweis. A ABO A,B C, alſo 40: 4B = A4“ C“: A4. 
b: e, BC=a und X 4 4. 

Zu Aufgabe 101. 

Konſtruktion. Über dem beliebigen Stück MD’ des Radius 
MB beſchreibe man einen Halbkreis, teile MD’ in E fo, daß 
ME: ED =m:n (d. h. das gegebene Verhältnis) iſt, ziehe 
durch E eine Parallele zu MA, welche den Halbkreis in X” ſchneidet; 
verlängere MX’ bis in die Peripherie des Kreiſes, bis X, und 
lege in dieſem Punkte die Tangente CXD an den Kreis, welche 
die verlangte ſein wird. 

Beweis. Es it CX: XD = GX“: XD = ME: ED 
= iM: N. 

Zu Aufgabe 105. 

Konſtruktion. In B erreichte man auf BA das Lot 
BF = BC, ziehe von B das Lot BG auf AF, und durch 6 die 
Parallele GD (bis in AB) zu BF. Die durch D zu BC ge: 
zogene Parallele DE iſt die geſuchte. 

Beweis. Es it AD: DE = AB: BC 
oder 4 D*: DE? AE: BC? Ad: GF 4D: DB, 
alſo 47: DE? = AD: DB, woraus folgt DE? = AD. DB. 

Zu Aufgaben 107 und 108. 

Konftruftion. Man konſtruiere A ADE aus AD=a-+c, 
AE=a-+b und dem gegebenen Winkel A. Dann ſchneide man 
von DA und EA die beliebigen, aber gleichen Stücke DF = EG 
ab, beſchreibe um Y mit FD einen Kreis und verſchiebe LG parallel 
mit ſich bis in die Lage HJ, in welcher H in der Peripherie des 
um F beſchriebenen Kreiſes liegt; verlängere dann die Diagonale 
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DH, bis fie AE in C jchneidet, und ziehe CB || FA; dann ijt 
ABC das verlangte Dreieck. 

Beweis. DF = FH = HJ, aljo auch, da BC FH und 
Hei AE it, DB = BO = CE. Da nun AD=a-te, 
AE AU N- gemacht iſt, ft 4B = c, 40 = b. 

Zu Aufgabe 109. 

Konſtruktion. Man konſtruiere das beliebige Dreieck 4 5 ˙0“, 
in welchem die Seiten das gegebene Verhältnis haben, beſchreibe 
darum einen Kreis, deſſen Mittelpunkt J fet, und mache MA’ 
MB’ und MC’ durch Verlängerung, reſp. Verkürzung gleich dem 
gegebenen Radius. Hierdurch erhält man die neuen Ecken A, 5, C 
und dadurch das verlangte Dreieck ABC. 

Beweis. Weil WA = ME r iſt, fo iſt MA’: MB’ 
= MA: MB, alſo AB || A’B’. Ebenſo zeigt man, daß BC || B’C’ 
und AC || A’C’ ift. Die Seiten AB, BC und CA haben alſo 
dasjelbe Verhältnis wie A’B’, B’C’ und C’A’ d. h. das gegebene, 
Ferner iſt MA = M = MC gleich dem gegebenen Radius „ 
gemacht. 

Zu Aufgabe 111. 

Konſtruktion. Aus der Proportion a: C = : b kon⸗ 
ſtruiere man zunächſt OF; dann errichte man auf a in C ein Lot 
gleich OF und beſchreibe über OF als Diameter einen Halbkreis; 
beſtimme dann mittels des gegebenen Radius den Mittelpunkt des 
umgeſchriebenen Kreiſes. Der Durchſchnitt desſelben mit dem Halb- 
kreiſe ijt A und das Dreieck ABC das verlangte Dreieck. 

Beweis. MA=MB=Ml=r. Weil ferner <FAC=1IR 
iſt (Winkel im Halbkreis), jo it A CAF ~ CBD, woraus ſich 
durch eine Proportion in Rückſicht auf die Konſtruktion, wodurch CF 
erhalten wurde, ergiebt, daß 5: h, das gegebene Verhältnis iſt. 
Endlich iſt CB = a gemacht. 

Zu Aufgabe 113. 

Konſtruktion. In A und B auf b und errichtete Lote 
ſchneiden einander in Z. Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke 4 BL 
und ACD läßt ſich die Länge von AL konſtruieren; dann fon- 
ſtruiere man A CAE, worin CA=b und x CAE ein rechter 
Winkel iſt. Dann beſchreibe man über AL als Diameter einen 
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Halbkreis und um C einen Kreis mit a. Der Durchſchnitt beider 
iſt die Ecke B und ABC das verlangte Dreieck. 

Beweis. Aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke ABE 
und ACD ergiebt ſich, daß :e das gegebene Verhältnis iſt, 
wenn man die Konſtruktion von AL berückſichtigt. Es iſt aber 
auch 40 b, und CB = a. 

Zu Aufgabe 115. 

Konſtruktion. Über einer beliebigen Geraden B’C’, die 
in D’ nach dem gegebenen Verhältniſſe 5:9 geteilt wird, beſchreibe 
man einen Halbkreis und errichte in D’ auf B’C’ das Lot, welches 
den Halbkreis in A ſchneidet. Macht man nun auf AD’ das 
Stück AD gleich der gegebenen Höhe und zieht durch D eine 
Parallele zu B’C’, welche die Katheten AB’ und AC’ in B und C 
ſchneidet, jo iſt ABC das verlangte Dreieck. 

Beweis. X 4 = IR. 4D = ha. Ferner BD: D'C’ 
=p:q, folglich auch BD: COD =: g = AB’: AC’. 

Zu Aufgabe 120. 

Konſtruktion. Zwei beliebige Linien D’C’ und B’C’, welche 
das gegebene Verhältnis haben, ſetze man unter dem gegebenen 
Winkel aneinander, und lege in D’ und B’ an D’C’ und B’C’ 
die gegebenen Winkel an. Dadurch erhält man ein Viereck B’C’D' A, 
welches dem geſuchten ähnlich iſt. Macht man nun auf AB’ das 
Stück AB gleich der gegebenen Seite und zieht durch B eine 
Parallele zu B’C’, welche die Diagonale AC’ in C ſchneidet, und 
durch C eine Parallele C' bis in den Durchſchnitt D mit der 
(verlängerten) Seite AD’, fo iſt ABCD das verlangte Viereck. 

Beweis. Gemäß der Konſtruktion hat AB die gegebene 
Länge a, B’C’ und D’C’ haben in gleicher Weiſe das gegebene 
Verhältnis, alſo auch die Parallelen BC und CD. Endlich find 
auch die Winkel des Vierecks die gegebenen. 

Zu Aufgabe 121. 

Konſtruktion und Beweis ganz ähnlich wie zu A. 111. 

Zu Aufgabe 122. 

Konſtruktion. Man mache AF = 3m; FD auf TA = Ame, 
teile AD innerlich und äußerlich in E und 6 nach dem Verhältnis 
ra b; beſchreibe über LG als Diameter einen Kreis und um F 
einen Kreis mit einem Radius gleich 4m,. Der Durchſchnitt dieſer 
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beiden Kreiſe iſt die Ecke C. Dann verbinde man C mit D und 
verlängere CD bis B, fo daß DB = CD wird, und verbinde B 
mit C. Dann iſt Dreieck ABC das verlangte. 

Beweis. Wegen des Kreiſes über HG ijt CD: 40 = a:b, 
alſo CB: GA = d: b. Ferner it AF—4m, DF=4m, 
alſo AD = m. und gemäß der Konſtruktion D die Mitte von CL, 
Macht man nun auf DA das Stück BH = DF, fo ift BHI 
Mittellinie zu ). Da nun BH = CF = 4m, ift, jo iſt BJ = m, 

Zu Aufgabe 123. 

Konſtruktion. Auf CF—= 2a mache man CD = fa, teile 
innerlich und äußerlich (in G und E) nach dem Verhältnis 
ma: 2m, und beſchreibe über GH als Durchmeſſer einen Kreis. 
Ein zweiter Kreis um C mit einem Radius gleich b ſchneide den 
erftern in A. Nehmen wir dann die Mitte E von AC und ziehen 
dadurch die Parallele EB zu AF, fo ift A BC das verlangte Dreieck. 

Beweis. Es iſt AD: AF—= ma: 2 m, E die Mitte von AC, 
alſo auch B die Mitte von CL, alſo CB =a; ferner CA =; 
EB=4}4AF=}. 2% = m, alſo ma: m. das gegebene Ver— 
hältnis. 

Zu Aufgabe 124. 

Konſtruktion. Man konſtruiere das beliebige Dreieck A’B’F", 
worin die Winkel A’ und B’ die gegebenen find. Dann beſtimme 
man in der Mittellinie L’G den Punkt L’ fo, daß das Verhältnis 
A’E’: B’E’ gleich dem Verhältnis der gegebenen Diagonalen iſt. 
Alsdann mache man A’E’K und B’E’K den Diagonalen gleich. 
Die Verbindungslinie KL ſchneide B’F’ und A’F in H und J. 
Endlich zieht man durch H die Parallele HA zu KA’ und ver⸗ 
bindet A mit Z, dann iſt AB’HL das verlangte Trapez. 

Beweis. XD’ ift gleich einem der gegebenen Winkel gemacht; 
A ift A,, welcher dem andern Winkel gleich gemacht ijt. 
B ijt die eine gegebene Diagonale, AH die andere, da fie als 
Gegenſeite in einem Parallelogramm gleich 4K iſt. 

Anſchaulicher dürfte folgende 

Konſtruktion fein. Schneidet die XL. (ſ. vorige Konſtruktion) 
die Mittellinie 2’G in G und man macht LD = DJ, HOC=CK 
und zieht durch D und C die Parallelen DA und CB, jo iſt ABCD 
das verlangte Trapez. 
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Beweis. Es ijt DC AB, weil 4 E“: AK BE“: BL, 
das Viereck iſt alſo ein Paralleltrapez. Da nun 6 die Mitte 
von JH und auch von KL ift, jo find die vier Stücke LD, DJ, 
HC und CK unter einander gleich, folglich gemäß der Konſtruktion 
A0e A'K, BD BI. 


III. Die Determination. 


§ 21. Der vierte Teil einer vollſtändigen wiſſenſchaftlichen 
Löſung einer Konſtruktionsaufgabe, die Determination (welches 
Wort nach ſeiner Etymologie ſoviel bedeutet als „Einſchließung in 
beſtimmte Grenzen“ oder „nähere Beſtimmung“), unterſucht, ob die 
Aufgabe unter den gegebenen Bedingungen allgemein löslich iſt, 
oder nicht, ob mehrere Löſungen möglich ſind, ob unter ſpeziellen 
Bedingungen die Löſung eine Modifikation erleidet, und ſtellt die 
Bedingungen etwaiger Modifikationen, die Bedingungen der all— 
gemeinen oder mehrfachen Auflöſungsmöglichkeit, ſowie die Be— 
dingungen der Auflöſungsunmöglichkeit zuſammen. Dadurch werden 
in der That, entſprechend dem etymologiſchen Begriffe des Wortes, 
die genauen Grenzen feſtgeſetzt, innerhalb welcher ſich die Auf— 
gabe allgemein, einfach oder mehrfach, modifiziert oder gar nicht 
löſen läßt. 

Die hierzu notwendige Unterſuchung liefert eine Menge lehr— 
reicher und bildender Momente betreffend die Einſicht in den inneren 
Zuſammenhang zwiſchen gegebenen und geſuchten Größen, ſowie 
zwiſchen den gegebenen allein. Aus dieſem Grunde muß die Deter— 
mination als ein hervorragend wichtiger Teil der Auflöſung be— 
zeichnet werden. 

§ 22. Um dieſe verſchiedenen Ziele der Determination zu er: 
reichen, hat man durch Berückſichtigung einſchlägiger Lehrſätze zunächſt 
die Frage nach der allgemeinen Löſungsmöglichkeit zu beantworten, 
insbeſondere, die ganze Konſtruktion durchgehend, beim Ziehen irgend 
einer Geraden, oder beim Beſchreiben irgend eines Kreiſes feſt— 
zuſtellen, ob ſich die Geraden unter den gegebenen Bedingungen 
der Aufgabe in jedem Falle ziehen und die Kreiſe in jedem Falle 
beſchreiben laſſen. Ferner iſt feſtzuſtellen, ob die etwa konſtruierten 
Orter den erforderlichen Durchſchnitt ergeben, ob ein Durchſchnitt 
oder mehrere Durchſchnitte, wobei namentlich die Bedingungen auf- 
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geſtellt werden müſſen, welche die gegebenen Größen unter ſich zu 
erfüllen haben, damit jene Linien und Kreiſe möglich ſind, und 
daß die konſtruierten Orter einen oder mehrere Durchſchnitte haben. 
— Da, wie wir bereits erkannt, nur Gerade und Kreiſe als Orter 
vorkommen dürfen und zwei Gerade nur einen Durchſchnitt haben 
können, ſo iſt in dem Falle, in welchem die beiden Orter für einen 
geſuchten Punkt Gerade ſind, nur ein Punkt als geſuchter Punkt 
möglich; iſt aber einer der beiden Orter ein Kreis, oder ſind beide 
Kreiſe, ſo ſind zur Feſtſetzung der Anzahl der Durchſchnittspunkte 
oder der Unmöglichkeit eines Durchſchnittes die bekannten Sätze 
über die Lage einer Geraden zu einem Kreiſe, oder zweier Kreiſe 
zu einander (letzteres durch Vergleichung der Summe und Differenz 
ihrer Radien mit der Centrale) eingehends zu diskutieren. 

§ 23. In bezug auf konſtruierbare Orter ift zu unterſuchen, 
ob ſich, entſprechend den gegebenen Bedingungen, ein Ort oder 
mehrere Orter für einen geſuchten Punkt konſtruieren laſſen, woraus 
eventuell eine mehrfache Löſung hervorgeht. So läßt ſich eine 
Parallele zu einer Geraden in einem gegebenen Abſtande auf beiden 
Seiten derſelben konſtruieren; auch iſt die Halbierungslinie des 
Nebenwinkels von den Schenkeln des urſprünglichen Winkels in 
jedem Punkte gleich weit entfernt; ein Kreisbogen läßt ſich nach 
beiden Seiten einer gegebenen Sehne ziehen, und eine Gerade 
läßt ſich in zwei Punkten nach einem gegebenen Verhältnis teilen. 
Beſonders iſt hierbei zu unterſuchen und feſtzuſtellen, ob die durch 
verſchiedene Durchſchnitte zweier Orter ſich ergebenden Punkte ge— 
ſuchte Figuren liefern, die wirklich verſchieden ſind, oder bei be— 
ſtehender Kongruenz ſich nur durch die Lage unterſcheiden. Im letzten 
Falle darf man nur von einer Löſung der Aufgabe reden. 

§ 24. Zur Aufſtellung einer erſchöpfenden Determination 
empfiehlt es ſich, die geſuchten Linien in ihrer Abhängigkeit von 
den gegebenen Linien und Winkeln auf algebraiſchem Wege durch 
eine Gleichung auszudrücken, wozu, wenn Winkel gegeben oder ge— 
ſucht ſind, auch die Lehrſätze der Goniometrie und Trigonometrie 
anzuwenden ſind, und dann die erhaltene Gleichung in bezug auf 
ihre Ein- oder Mehrdeutigkeit, Möglichkeit und Unmöglichkeit der 
Konſtruktion zu diskutieren. 

§ 25. Um das Verfahren bei der Aufſtellung der Determination 
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etwas näher zu erläutern, wodurch wir zugleich eine Anzahl von 
Löſungen erhalten, welche, entſprechend dem planimetriſchen Geſetze, 
ſtreng in ihre vier Teile gegliedert erſcheinen, ſoll hier noch die 
Determination einigen Löſungen hinzugefügt werden, deren drei 
erſte Teile im Vorſtehenden bereits aufgeſtellt ſind. 

Zu Aufgabe 25. 

Determination. Iſt = gegebene Winkel ein hohler, d. h. 
kleiner als 27, jo läßt ſich in jedem Falle aus ihm und der ge— 
gebenen Seite a der dem geſuchten Dreiecke umgeſchriebene Kreis 
konſtruieren. Nur in dem Falle, daß die gegebene Mittellinie m, 
eine gewiſſe Größe nicht erreicht oder eine andere überſchreitet, 
findet ein Durchſchnitt des um 5 mit m, beſchriebenen Kreiſes 
und des über dem Radius MC beſchriebenen Halbkreiſes nicht ſtatt, 
jo daß man alſo ein Dreieck ABC nicht erhält. Verbindet man 
nämlich B mit dem Mittelpunkt O von MC, welche Verbindungs- 
linie den Halbkreis zuerſt in D’, und zum zweiten Male in D“ 
ſchneidet, fo bezeichnet BD’ den kleinſten, BD” den größten Wert, 
den m, haben darf, wenn ein Dreieck möglich ſein ſoll. Bezeichnet man 
dieſen kleinſten Wert mit x, jo ift, da der Halbkreis über MC die Seite 
BC in ihrer Mitte LH durchſchneidet (denn ML 1 EC), für dieſen 
minimalen Wert © (x + r) = az; d. h. dieſer Wert iſt die um den 
halben Radius des umgeſchriebenen Kreiſes verminderte Hypotenuſe 
eines rechtwinkligen Dreiecks, deſſen Katheten jener halbe Radius und 
die halbe Diagonale des über der Seite a beſchriebenen Quadrates find. 
Der maximale Wert iſt um jenen halben Radius größer als jene 
Hypotenuſe. Dieſe Reſultate ergeben ſich, wenn man die quadratiſche 
. * ( = a' nach x auflöſt. Hierbei kann man auch für r 


ſetzen Var Für jeden Wert für m, innerhalb dieſer zuläſſigen Grenze 


sin A’ 
werte ergiebt der Kreis mit m, als Radius zwar zwei Durchſchnitte, 
wenn man den ganzen Kreis über MC als Durchmeſſer beſchreibt, 
indeſſen iſt nur der eine zu verwenden, da der andere als Winkel 
an der Spitze nicht den gegebenen Winkel 4, ſondern deſſen Supple— 
ment ergäbe. Man erhält alſo nur eine Löſung. 

Zuſatz. Auch wenn der gegebene Winkel A — 1ER iſt, erhält 
man nur eine Löſung, da das zweite, hier auch zuläſſige Dreieck 
dem erſten kongruent iſt und nur eine andere Lage hat. 
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Zu Aufgaben 26 und 27. 

Determination. (S. Fig. 3.) Auch der zweite Durchſchnitt A’ 
iſt eine entſprechende Spitze, ſowohl bei gegebener Summe als bei 
gegebener Differenz. Damit die Parallele durch G zu CE den 
Kreis über BC wenigſtens berühre, alſo eine Spitze A des geſuchten 
Dreiecks ergebe, muß s<$r.cot+R fein. Für die gegebene 
Differenz iſt genau dieſelbe Limitation zu machen. 

Zu Aufgabe 70. 

Determination. Das Dreieck BFH iſt immer möglich, 
wenn nur m, & ha iſt. Auch läßt fic) dann jederzeit durch Y 
die Parallele zu BH ziehen und in FB der Punkt 8 beſtimmen. 
Damit aber der um S mit dem Radius 4m, beſchriebene Kreis 
dieſe Parallele wenigſtens einmal treffe, jo muß 4m. > the oder 
me >the ſein. Es muß alſo eine Mittellinie größer als die 
halbe Höhe ſein; und die andere mindeſtens gleich der halben 
Höhe. In dieſem Falle erhält man nur ein Dreieck; iſt aber die 
andere auch größer als die halbe Höhe, zwei Dreiecke. 

Zu Aufgabe 77. 

Determination. Es ergiebt ſich die Möglichkeit eines Vierecks 
immer, wenn A EGH fonftruiert werden kann. Dies Dreieck iſt 
aber immer möglich, wenn die doppelte Entfernung der Mitten E 
und J" kleiner ijt, als die Summe der beiden andern Vierecksſeiten. 

Zu Aufgabe 81. 

Determination. Die Löſung der Aufgabe iſt möglich, ſo 
lange das Dreieck MXN möglich iſt, deſſen Ecke N der Mittel- 
punkt des verſchobenen Kreiſes in ſeiner neuen Lage iſt. Bezeichnet s 
die gegebene Summe der entſtehenden Sehnen, N und „die Radien 
der gegebenen Kreiſe, jo find in dem Dreiecke MXN die Seiten 
MX und NX durch x und R, die Seite MN durch 4s zu be 
zeichnen. Aus den für die Seiten eines Dreiecks beſtehenden Be— 
ziehungen ergiebt ſich alſo für die gegebene Summe der Sehnen, 
daß dieſelbe kleiner als 2(R + r), und größer als 2(R — r) fein 
muß. Liegt daher die gegebene Summe außerhalb dieſer Grenzen, 
fo iſt die Löſung unmöglich. Dazu ſei bemerkt, daß das Maximum 
2(R+r) für die Sehnen nur dann eintreten kann, wenn die 
Gerade in der Richtung der Centrale der beiden Kreiſe gezogen 
werden ſoll. Für dieſe Lage iſt aber das Minimum die Sehne 
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im größeren Kreiſe, welche verlängert Tangente an dem kleinern iſt. 
Bildet aber die Richtung der geſuchten Geraden mit der Centrale 
der Kreiſe in ihrer urſprünglichen Lage den Winkel ꝙ, und be— 
zeichnet e dieſe Centrale, ſo iſt für die Möglichkeit, in der geforderten 
Richtung durch beide Kreiſe eine Gerade zu legen, erforderlich, daß 
dieſer Winkel kleiner ſei, als der, den die gemeinſchaftliche innere 
Tangente mit der Centrale macht. Da der Sinus dieſes Winkels 


-* 1 - ift, fo muß sin ꝙ < en jein. Jede Gerade, welche 


einen größeren Winkel mit der Centrale macht, kann nur einen der 
beiden Kreiſe treffen. Das Maximum der Sehnenſumme einer zur 
Centrale geneigten Geraden, die beide Kreiſe ſchneidet, wird aber 
erreicht, wenn dieſe Gerade durch den innern Ahnlichkeitspunkt geht, 
das Minimum iſt die Sehne des größeren Kreiſes, welche ver— 
längert den anderen berührt. 

Zu Aufgabe 82. 

Determination. Die Hypotenuſe des rechtwinkligen Drei— 
eckes, deſſen Katheten die Tangente von P an den einen Kreis und 
der Radius des andern Kreiſes ſind, muß mindeſtens gleich der 
kürzeſten Entfernung jenes Punktes von dem Halbkreiſe über MN 
und darf höchſtens gleich der größten Entfernung desſelben von 
dem Halbkreiſe ſein. Liegt die Hypotenuſe außerhalb dieſer Grenzen, 
ſo findet kein Durchſchnitt des Kreiſes um 7 mit dem Halbkreiſe 
ſtatt, und es läßt ſich alſo dann der Mittelpunkt des verſchobenen 
Kreiſes in ſeiner neuen Lage nicht beſtimmen. 

Zu Aufgabe 85. 

Determination. Sind die Nachbarwinkel A und D größer 
als 2 1, fo ergiebt ſich der Winkel CDE = A + D — 24; find 
fie kleiner als 2R, fo wird KCDE=2R—(A+D); in 
beiden Fällen iſt alſo das Hilfsdreieck ODE zu konſtruieren und 
das Viereck daraus abzuleiten. Iſt aber A+ = 2, fo wird 
das Viereck ein Paralleltrapez, zu deſſen Konſtruktion ſich in der 
Seite DC der Punkt beſtimmen läßt, fo daß DE—= AB iſt, 
woraus ſich das Trapez wiederum leicht ableiten läßt. 

Zu Aufgabe 89. 

Determination. Damit das das ganze Trapez bedingende 
Dreieck AGH konſtruiert werden könne, muß die gegebene Ver— 
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bindungslinie der Mitten der nicht parallelen Seiten des Tra— 
pezes kleiner als die halbe Summe der gegebenen Diago— 
nalen ſein. 

Zu Aufgabe 100. 

Determination. Die Aufgabe kann immer gelöſt werden, 
wenn nur der gegebene Winkel A T2 ift. 

Zu Aufgabe 105. 

Determination. Die Löſung iſt immer möglich. 

Zu Aufgabe 108. 

Determination. Heißt x die Hypotenuſe des geſuchten 
Dreiecks, s und s’ die gegebenen Summen, fo erhält man nach dem 
Pythagoreiſchen Lehrſatze für die Hypotenuſe leicht den Ausdruck 
z=s+s’+Y2s.s. Es iſt offenbar, daß zur Konſtruktion 
nur das negative Vorzeichen der Wurzel genommen werden darf. 
Wiewohl nun der Ausdruck s + s’ — 2s für jeden beliebigen 
Wert von s und s’ einen reellen Wert ergeben würde, jo ijt doch 
der Wert für = nach den Sätzen über Dreiecksſeiten zu limitieren. 
Nach dem Satze über die Differenz zweier Dreiecksſeiten in ihrer 
Beziehung zur dritten muß nun fein s — s’<s+ s’— 2s, 
woraus ſich ergiebt s< 2s’, d. h. die Aufgabe kann immer gelöft 
werden, ſo lange die eine der gegebenen Summe kleiner iſt, als 
die doppelte andere. 

Zuſatz. Für die Aufgabe 107 läßt ſich die Determination 
mit Hilfe des Coſinusſatzes, aber bei weitem nicht jo einfach, be- 
ſtimmen. 

Zu Aufgabe 109. 

Determination. Die Löſung der Aufgabe iſt immer möglich. 

Zu Aufgabe 111. 

Determination. Damit die Löſung dieſer Aufgabe möglich 
ſei, muß „S4 fein. 

Zu Aufgabe 112. 

Determination. Wenn die beiden Halbkreiſe über BF 
und AE einen oder zwei Punkte gemeinſam haben ſollen, wo— 
durch die Dreiecksecke 4 beſtimmt wird, ſo muß ihre Centrale 
gleich oder größer als BC (oder Seite a) ſein; oder es muß a 
gleich oder kleiner als die Summe der Radien ſein. Nun iſt der 
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Radius des Halbkreiſes über OF aber toa, wenn das Ver: 


hältnis ): % durch m:n gegeben ijt; in gleicher Weiſe ijt der 
Radius des Halbkreiſes über BE, wenn das Verhältnis c:h. 


=p:q gegeben iſt, =} 70. Es ergiebt fic) alſo als Be— 


dingung für die Möglichkeit der Löſung: 2a S * .a+ 7 
oder ee oo Ebenſo muß 24 S 4 — 1 oder 
28 Pe fein, welche beiden Bedingungen ſich fo ausdrücken 
laſſen. Es muß „ — = 22 2 = fein. Für den Fall 
= — 17 2 = — 2 erhält man einen doppelten Durchſchnitt 
und zwei verſchiedene Löſungen. 

Zu Aufgabe 113. 

Determination. Für die Möglichkeit der Löſung iſt es not- 
wendig, daß der um C mit 5 beſchriebene Kreis den Kreis über 
AE treffe, daß alſo 5 wenigſtens jo groß ſei, wie die um den 
Radius 4 AE verminderte Entfernung des Punktes C von der 
Mitte 0 der Linie AL. Drückt man dieſe Beziehung analytisch 
aus, indem man das gegebene Verhältnis wie vorhin durch = 
bezeichnet, jo ergiebt ſich nach leichter Entwicklung die Bedingnis- 
gleichung 4n? + 4mn + m? > 4n? + m? Dieſe iſt aber immer 
erfüllt, und man erhält daher immer zwei verſchiedene Dreiecke. 

Zu Aufgabe 116. 

Determination. Wollte man durch Verlängerung der ge— 
gebenen Mittellinie eine Reduktion verſuchen, ſo würde man finden, 
daß ſich die Aufgabe in ſich ſelbſt reduziert, alſo ein anderer Weg 
einzuſchlagen iſt. — Für die Möglichkeit der Löſung muß die 
gegebene Mittellinie wenigſtens ſo groß ſein, als die kleinſte Ent— 
fernung der Mitte 7 der Seite BC von dem Kreiſe über CE, 
und darf die entſprechende größte Entfernung nicht überſchreiten. 
Analytiſch würden ſich, wenn man den kleinſten Wert von m, mit x 
bezeichnet, die Bedingungen der Möglichkeit der Löſung ergeben 


durch die Gleichung: = ( + ™-a) = fae. 
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Zu Aufgabe 124. 

Determination. Die gegebenen Winkel müſſen, je nachdem 
ſie der größern oder der kleinern der parallelen Seiten anliegen 
ſollen, zuſammen kleiner oder größer als 27 ſein; desgleichen 
müſſen die gegebenen Diagonalen verſchiedener Größe ſein. Wären 
die gegebenen Winkel zuſammen gleich 2 , jo erhielte man ſtatt 
eines Paralleltrapezes in einfachſter Weiſe ein Parallelogramm, 
indem man leicht ein Dreieck als Hälfte desſelben aus einer Seite 
(einer gegebenen Diagonale), dem gegenüberliegenden Winkel und 
der zugehörigen Mittellinie (der Hälfte der andern Diagonale) 
konſtruieren könnte. Sind aber die Diagonalen gleich, ſo müſſen 
auch die gegebenen Winkel gleich ſein, und das geſuchte Parallel— 
trapez wird ein gleichſchenkliges. 


IV. übungsbeiſpiele. 


§ 26. Im folgenden haben wir eine Anzahl Aufgaben zur 
Übung zuſammengeſtellt und dieſelben jo ausgewählt, daß fie ſämt— 
lich nach einer der auseinandergeſetzten Methode in einfacher 
Weiſe aufgelöſt werden können. Die von uns etwa beigefügten 
Winke zur Löſung beſchränken ſich auf den Hinweis auf die an— 
zuwendende Methode; die Ausführung iſt in jedem Falle dem 
Leſer überlaſſen. Wo es in einzelnen Fällen zweckmäßig erſchien, 
ſind kurze Bemerkungen, betreffend die Determination, hinzugefügt. 

Aufgabe 126. In einen gegebenen Kreis ein recht— 
winkliges Dreieck zu beſchreiben, deſſen Katheten je durch 
einen gegebenen Punkt gehen. 

Löſung mit Hilfe von O. 6. — Man erhält im allgemeinen 
zwei verſchiedene rechtwinklige Dreiecke. 

Aufgabe 127. In einen gegebenen Kreis ein recht— 
winkliges Dreieck zu beſchreiben, von welchem man einen 
ſpitzen Winkel und einen Punkt der einen Kathete kennt. 

Löſung mit Hilfe von O. 15, nachdem man den gegebenen 
Punkt der Kathete mit dem Mittelpunkte des gegebenen Kreiſes 
verbunden hat. — Zwei Dreiecke! 

Aufgabe 128. Ein rechtwinkliges Dreieck zu kon— 


ſtruieren, von welchem die Hypotenuſenhöhe, a Punkte 
Brockmann, Methodik. 
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der Hypotenuſe und je ein Punkt der Katheten gegeben 
ſind. 

Löſung mittels O. 6. — Zwei Dreiecke! 

Aufgabe 129. Einen Kreis zu konſtruieren, der drei ge— 
gebene gleiche Kreiſe umſchließend oder von außen berührt. 

Löſung durch Verſchiebung der Peripherie des geſuchten 
Kreiſes in die Mittelpunkte der gegebenen. (Vergl. § 16.) 

Aufgabe 130. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite und der zugehörigen Höhe und Mittellinie. (Aus 
a, Nay ma.) 

Löſung mittels O. 4 und O. 1. 

Aufgabe 131. An einen Kreis eine Tangente zu legen, 
welche vom Berührungspunkte bis an eine Gerade (oder bis 
an die Peripherie eines Kreiſes) von gegebener Länge ſei. 

Löſung mittels O. 9. 

Aufgabe 132. Einen Punkt zu beſtimmen, von welchem 
aus die an zwei Kreiſe gezogenen Tangenten gegebene 
Längen haben. 

Löſung mittels O. 9. 

Aufgabe 133. In ein Dreieck ein gleichſchenkliges 
Dreieck, deſſen Höhe gegeben iſt, ſo einzuſchreiben, daß 
ſeine Grundlinie der einen Dreiecksſeite parallel wird. 

Löſung. Die Spitze muß in der Dreiecksſeite liegen, welcher 
die Grundlinie des gleichſchenkligen Dreiecks parallel werden ſoll. 
Übrigens hilft O. 4. 

Aufgabe 134. Innerhalb eines Dreiecks einen Punkt 
zu beſtimmen, deſſen Verbindungen mit den Ecken das 
Dreieck in drei gleiche Teile teilen. 

Löſung. Soll 405 = AOC fein, jo müſſen, da die Grund: 
linie AO beiden Dreiecken gemeinſchaftlich ift, die Lote aus 5 
und C auf AO einander gleich ſein. Das iſt nur möglich, wenn 
AO verlängert die Mitte von BC trifft. Daher liegt der geſuchte 
Punkt auf jeder der drei Mittellinien. 

Aufgabe 135. Ein Dreieck zu konſtruieren, von welchem 
eine Seite, die zugehörige Höhe und das Verhältnis der 
beiden andern Seiten gegeben find. (a, J, b:c.) 

Löſung. Für die dritte Ecke des geſuchten Dreiecks erhält 
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man je einen Ort nach O. 4 (durch A.) und nach O. 22 durch 
5 c. — Im allgemeinen zwei Dreiecke! 

Aufgabe 136. Einen Punkt zu beſtimmen, von dem 
aus drei Kreiſe unter gleichem Winkel erſcheinen. 

Löſung. Verbindet man den geſuchten Punkt mit den drei 
Mittelpunkten und dieſe mit den Berührungspunkten der aus jenem 
Punkte an die Kreiſe gezogenen Tangenten, jo entſtehen drei ähn- 
liche Dreiecke, woraus ſich ergiebt, daß die Abſtände des geſuchten 
Punktes von den Mittelpunkten der Kreiſe ſich verhalten wie die 
Radien. Daher O. 22. 

Aufgabe 137. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem gegenüber liegenden Winkel und der zuge— 
hörigen Höhe. (Aus a, A und A.) 

Löſung durch O. 15 und O. 4. — Im allgemeinen zwei Dreiecke! 

Aufgabe 138. Ein Dreieck zu konſtruieren, wenn ſtatt 
der zugehörigen Höhe der vorigen Aufgabe die zugehörige 
Mittellinie gegeben iſt. 

Löſung. Statt O. 4 tritt O. 1 ein. 

Aufgabe 139. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, der Halbierungslinie desſelben und dem Radius 
des eingeſchriebenen Kreiſes. (Aus 4, % und 9.) 

Löſung. Man beſtimmt den Mittelpunkt des eingeſchriebenen 
Kreiſes mit Hilfe von O. 4. 

Aufgabe 140. Statt der Halbierungslinie des Winkels 
ſei die ſeines Nebenwinkels und ſtatt des Radius des 
eingeſchriebenen Kreiſes der Radius eines äußeren Be— 
rührungskreiſes gegeben, der eine der den Winkel ein— 
ſchließenden Seiten zwiſchen ihren Endpunkten berührt. 

Löſung genau wie vorhin. 

Aufgabe 141. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem Gegenwinkel und der Summe der Quadrate 
der beiden andern Seiten. (Aus a, A und + .) 

Löſung durch O. 13 und O. 15. 

Aufgabe 142. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite und den beiden nicht zugehörigen Höhen. (Aus a, 
h, und h,.) 

Löſung durch O. 6 und O. 1. 
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Aufgabe 143. Ein Dreieck zu fonftruieren aus einer 
Seite, dem Gegenwinkel und der Differenz der Quadrate 
der beiden andern Seiten. (Aus a, A und 5 — E.) 

Löſung durch O. 15 und O. 14. 

Aufgabe 144. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, der zugehörigen Höhe und der Summe der Quadrate 
der beiden andern Seiten. (Aus a, h, und b? + e.) 

Löſung durch O. 4 und O. 13. 

Aufgabe 145. Ein Sehnenviereck zu konſtruieren aus 
einer Seite, einem anliegenden Winkel und den Diago— 
nalen. 

Löſung. It 45 = a und <x A gegeben, jo ijt durch Hinzu: 
nahme der gegebenen Diagonale BD das Dreieck ABD gegeben. 
Zur Beſtimmung der vierten Ecke benutzt man entweder, da durch 
* A auch fein Supplement C gegeben iſt, O. 15 und O. 1, oder 
man beſtimmt den Radius des Kreiſes um das Dreieck ABD, 
welcher Kreis ein Ort für C ijt, und wendet noch O. 1 an. — Im 
allgemeinen zwei verſchiedene Vierecke. Unter Umſtänden auch vier! 

Aufgabe 146. Ein Sehnenviereck zu konſtruieren aus 
einem Winkel, den beiden Diagonalen und dem Winkel, 
welchen die eine Diagonale mit dem einen Schenkel des 
gegebenen Viereckswinkels macht. 

Löſung. Ein Stück des Vierecks iſt unmittelbar gegeben; 
dadurch der zugehörige Kreis. Die vierte Ecke ergiebt ſich durch 
O. 1. — Zwei Vierecke! 

Aufgabe 147. Ein Parallelogramm zu konſtruieren 
aus einer Seite und den beiden Diagonalen. 

Löſung durch Reduktion auf ein Dreieck, deſſen drei Seiten 
gegeben ſind. — Determination! 

Aufgabe 148. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, der zugehörigen Mittellinie und einer nicht zu— 
gehörigen Höhe. (Aus a, m. und h,.) 

Löſung durch Reduktion auf ein rechtwinkliges Dreieck, wovon 
die Hypotenuſe und eine Kathete bekannt ſind. Dann O. 1. 

Aufgabe 149. Ein Dreieck zu konſtruieren aus der zu 
derſelben Seite gehörigen Höhe und Mittellinie und dem 
Verhältnis dieſer Seite zu einer andern. 
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Löſung durch Reduktion auf ein rechtwinkliges Dreieck; dann 
Anwendung von O. 22. 

Aufgabe 150. Ein Viereck zu konſtruieren aus zwei 
Nachbarſeiten, dem eingeſchloſſenen Winkel, der von dem 
Scheitel ausgehenden Diagonale und einem fernern, dem 
gegebenen nicht gegenüber liegenden Winkel. 

Löſung durch Reduktion auf ein Dreieck, von welchem zwei 
Seiten und ein Gegenwinkel gegeben ſind, dann O. 1. — Unter 
Umſtänden zwei verſchiedene Vierecke! 

Aufgabe 151 und 152. Ein Sehnenviereck zu fon- 
ſtruieren aus den beiden Diagonalen, dem Radius des 
zugehörigen Kreiſes und der Summe (oder Differenz) 
zweier benachbarten Seiten. 

Löſung durch Reduktion mittels eines Datums, wenn man 
in den gegebenen Kreis die Diagonale als Sehne einlegt, welche 
dem Winkel der Seiten gegenüber liegt, deren Summe (oder Diffe- 
renz) gegeben iſt. Dieſer Winkel iſt dann durch ein Datum ge— 
geben und ermöglicht die Konſtruktion eines Dreiecks, deſſen Grund: 
linie jene als Sehne eingelegte Diagonale iſt, deren Gegenwinkel 
bekannt und deſſen eine Seite die gegebene Summe (oder Diffe— 
renz) iſt. Schließlich wird zur Beſtimmung der vierten Ecke noch 
O. 1 angewandt. e 

Aufgabe 153. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, der Differenz der einſchließenden Seiten und der 
Differenz ihrer Projektion auf die dritte Seite. (Aus 4, 
— , 5 — 4.) 

Löſung durch Reduktion auf ein Dreieck, von welchem zwei 
Seiten und ein Gegenwinkel bekannt find. Man erhält dies Hilfs— 
dreieck, wenn man um A mit einen Kreis beſchreibt, der ) in P, 
a in ſchneidet. In demſelben ft C = - e, CE P- 4, 
x DEO YA. Letzteres erkennt man durch das Sehnenviereck 
BEDF, worin F der Durchſchnitt der verlängerten CA mit dem 
um A beſchriebenen Kreiſe iſt. — Zwei Dreiecke! 

Aufgabe 154. Durch zwei Punkte einen Kreis zu be— 
ſchreiben, der eine durch den erſten Punkt gehende Gerade 
in einem Punkte ſchneidet, deſſen Verbindungslinie mit 
einem dritten Punkte Tangente an dem Kreiſe wird. 


http://rcin.org.pl 


70 IV. Übungsbeiſpiele. 


Löſung. Sind A, B, C die drei gegebenen Punkte, und 
ſchneidet ein durch A und B konſtruierter Kreis die Gerade durch 
A in D jo, daß DC Tangente an dieſem Kreiſe ijt, jo ijt 
x CDB=x BAD, alſo O. 15. — Zwei Kreiſe! 

Aufgabe 155. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkelhalbierer, dem Verhältnis der Summe der den 
betreffenden Winkel einſchließenden Seiten zur dritten 
Seite und der Differenz der beiden andern Winkel. (Aus 
Wa, W Fe: und 5B — C.) 

Löſung. Iſt AD der Winkelhalbierer 2, jo ijt DC: DB 
=b:c oder DO: a = b: b ＋ e wer DO: b =a:b+ec. Da 
nun, wenn AL 1 BC ift, der Winkel EA bekannt und alſo 
A zu konſtruieren iſt, fo hat man für C, wofür ED der 
eine Ort iſt, einen zweiten nach O. 22. 

Aufgabe 156. Ein Viereck zu konſtruieren, von welchem 
die Projektionen des Durchſchnittes der Diagonalen auf 
die vier Seiten gegeben ſind und die Winkel der Gegen— 
ſeiten. 

Löſung. Der Winkel zwiſchen zwei auf zwei gegenüber 
liegende Seiten gefällten Loten ſetzt ſich aus den Supplementen 
zweier Viereckswinkel zuſammen, oder iſt auch das Supplement des 
Winkels, den jene gegenüber liegenden Seiten miteinander bilden. 
Alſo O. 15. 

Aufgabe 157. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem zugehörigen Winkelhalbierer und der Summe 
der beiden andern Seiten. (Aus a, ½% und b+) 

Löſung. Iſt AD der Winkelhalbierer % und die Ver— 
längerungen von CA und BA über A hinaus, nämlich AE und 
AF, bezüglich gleich e und b, jo ergiebt ſich leicht aus den Winkeln 
L und J, daß EB und FC beide zu AD parallel find. Dann 
ergiebt ſich aber BD: BA =: e und ebenſo CD: CA 
=a:b+te. Durch den Durchſchnitt der beiden hierdurch ge— 
wonnenen Kreiſe als Orter für B und C ift dann zur Beſtimmung 
dieſer Punkte eine Gerade — a zwiſchen die Peripherien fo zu 
legen, daß zu den entſtehenden Sehnen beider Kreiſe gleiche Peri— 
pheriewinkel gehören. (Vergl. Nachtrag 15.) 
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Aufgabe 158. In ein Viereck ein Parallelogramm zu 
beſchreiben, deſſen Mittelpunkt der Lage nach gegeben iſt. 

Löſung. Man hat durch den gegebenen Mittelpunkt zwiſchen 
die Schenkel zweier Winkel je eine Gerade zu legen, welche in 
jenem Punkte halbiert werden. (S. Nachtrag 1.) 

Aufgabe 159. Durch zwei konzentriſche Kreiſe eine 
Gerade ſo zu legen, daß die kleinere Sehne halb ſo groß 
wird wie die größere. 

Löſung durch Reduktion, indem man vom Mittelpunkte das 
Lot auf die Sehne und im Endpunkte der kleineren Sehne das 
Lot auf ihr errichtet bis in einen zum entſprechenden Endpunkte 
der größeren Sehne gehörigen Radius. 

Aufgabe 160. Ein Parallelogramm zu konſtruieren, 
von welchem zwei Gegeneckpunkte gegeben ſind, und deſſen 
beiden andern Gegenecken auf der Peripherie eines ge— 
gebenen Kreiſes liegen ſollen. 

Löſung leicht, wenn man bedenkt, daß die Verbindungslinie 
der Mitte einer Sehne mit dem Kreismittelpunkte auf der Sehne 
ſenkrecht ſteht. 

Aufgabe 161. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel und zwei Mittellinien. 

Für die Analyſis iſt zu unterſcheiden, ob eine der beiden 
Mittellinien zu dem gegebenen Winkel gehört oder nicht. Iſt 
nämlich & A, m. und m, gegeben, und man legt BE = m, hin, 
fo hat man für A einen Ort durch den gegebenen X A nach O. 15. 
Da ferner der Durchſchnittspunkt S der beiden Mittellinien bekannt 
iſt, jo giebt die bekannte Länge 48 = 3m, den zweiten Ort. 
Wegen der zwei Durchſchnitte beider Orter erhält man zwei Punkte 4 
und daraus zwei verſchiedene Dreiecke, welche leicht abzuleiten ſind, 
die die gegebene Mittellinie enthalten; aber das eine enthält ſtatt 
des Winkels A ſein Supplement. Iſt dagegen KA, m, und m. 
gegeben, ſo löſt man durch Reduktion. Durch den Winkel 4 hat 
man für A einen Ort als Kreisbogen über der Sehne BD = m, 
Beſchreibt man dann um den bekannten Durchſchnittspunkt S mit 
einem Radius = 3m, einen Kreisbogen, jo hat man durch D 
zwiſchen beide Peripherien eine Gerade zu legen, die in D halbiert 
wird. (Vergl. Nachtrag 2.) 
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Aufgabe 162. Ein Dreieck zu fonftruieren aus einer 
Seite, dem Verhältnis der beiden andern und dem Radius 
des umgeſchriebenen Kreiſes. (Aus a, b:e und r.) 

Löſung. Der umgeſchriebene Kreis mit der Seite BC als 
Sehne in demſelben iſt gegeben. Ein zweiter Ort für 4 iſt die 
Verbindungslinie des Mittelpunktes des Bogens BC mit dem 
Punkte D, in welchem BC nach dem Verhältnis 5 geteilt wird. 

Aufgabe 163. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Mittellinie und den Verhältniſſen derſelben zu jeder der 
nicht zugehörigen Höhen. (Aus ma, ma: % und ma: Ve.) 

Löſung nach der Ahnlichkeitsmethode auf die Aufgabe zu 
reduzieren: Durch einen Punkt zwiſchen den Schenkeln eines Winkels 
zwiſchen dieſe Schenkel eine Gerade zu legen, welche in dem Punkte 
halbiert wird. (Nachtrag 2.) Fällt man nämlich vom Fußpunkte D 
der gegebenen Mittellinie m. die Lote DE und DF auf b und c, 
jo läßt fic) aus den rechten Winkeln E und F und den Verhält- 
niſſen AD: DE = m:th, und AD: DF = ma: I he eine Figur 
AE’ DF’ konſtruieren, an welcher AD’ D und AD’ F'~ ADF 
iſt. Der Winkel A wird aber dadurch beftimmt, und es kann der 
Punkt D auf AD’ beſtimmt werden, durch den BC fo zu legen 
it, daß BD = wird. 

Aufgabe 164. Ein Dreieck zu konſtruieren, von welchem 
der Schwerpunkt (der Durchſchnitt der Mittellinien) und 
eine Ecke der Lage nach, und für deſſen beiden andern 
Ecken je eine Gerade oder eine Kreisperipherie als Ort 
gegeben ſind. 

Löſung durch Reduktion. Durch die Ecke 4 und den Schwer— 
punkt S iſt auch der Fußpunkt D der einen Mittellinie gegeben, 
durch welchen eine Gerade zwiſchen die gegebenen Orter zu legen 
iſt, welche in D halbiert wird. (Nachtrag 1 oder 2.) 

Aufgabe 165. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, der zugehörigen Höhe und dem Verhältnis der 
von dieſer Höhe auf der Gegenſeite gebildeten Abſchnitte. 
(Aus A, ha und p: 4.) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode, indem man zunächſt 
ein beliebiges Dreieck B’C’A konſtruiert, welches den gegebenen 
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Winkel A enthält, und deren Abſchnitte B’D’ und C' das ge— 
gebene Verhältnis : haben. 

Aufgabe 166. In einen Halbkreis ein Viereck, ähnlich 
einem gegebenen, ſo einzutragen, daß zwei Ecken desſelben 
auf dem Diameter liegen. 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode mit Hilfe eines in 
gleicher Lage um das gegebene Viereck beſchriebenen Halbkreiſes. 

Aufgabe 167. In ein Dreieck einen Rhombus ein— 
zubeſchreiben, der mit dem Dreiecke einen Winkel ge— 
meinſam hat. 

Löſung durch Halbierung dieſes gemeinſamen Winkels, wodurch 
man in der Gegenſeite die Gegenecke des Rhombus erhält. 

Aufgabe 168. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, dem Verhältnis der zugehörigen Höhe zu einer 
andern und der dritten Höhe. (Aus & A, %: % und 7.) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode. Ein rechtwinkliges 
Dreieck ABE’, worin B’E’ der Höhe A, entſpricht, und A der 
gegebene Winkel iſt, iſt ſeiner Form nach gegeben. Beſtimmt man 
nun nach der Proportion J: * = AD’: B’E’ die AD’ als vierte 
Proportionale, jo erhält man auch ein Dreieck AB’D’, und durch 
Verlängerung von AL’ und B’D’ ein Dreieck AB’C’, welches 
dem geſuchten ähnlich iſt. 

Aufgabe 169. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, der zugehörigen Mittellinie und dem Verhältnis 
der nicht zugehörigen Höhen. (Aus a, m. und %: Ve.) 

Löſung durch Reduktion; denn durch h,: ½ ijt c: 5 gegeben. 

Aufgabe 170. Ein Dreieck zu konſtruieren aus den 
Verhältniſſen einer Mittellinie zur zugehörigen Seite 
und zu einer andern, ſowie der dritten Seite. (Aus Ma: a, 
ma: ) und c.) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode. Aus den gegebenen 
beiden Verhältniſſen m.:a und ma: b läßt ſich nämlich das Ver— 
hältnis a:b beſtimmen, jo daß von dem Dreieck ADC, in welchem 
AD = m. ift, das Verhältnis der drei Seiten bekannt iſt. 

Aufgabe 171. Ein Dreieck zu konſtruieren aus den 
Verhältniſſen einer Höhe zur zugehörigen und zu einer 


http://rcin.org.pl 


74 IV. Übungsbeiſpiele. 


nicht zugehörigen Mittellinie, und der dritten Mittellinie. 
(Aus hu: ma, ha: m, und me.) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode. Ein dem Dreiecke ADE, 
worin AD=h, und AE = ms iſt, ähnliches Dreieck 40 E! iſt 
nämlich gegeben, und aus dieſem mit Hilfe des zweiten Verhält— 
niſſes ha: m, leicht ein Dreieck AB’C’ abzuleiten, das dem ge— 
ſuchten ähnlich ijt. 

Aufgabe 172. Ein Dreieck zu konſtruieren aus den 
Verhältniſſen einer Seite zu den nicht zugehörigen Mittel- 
linien und der dritten Mittellinie. (Aus a:m, a:m, 
und m..) 

Löſung mittels Reduktion durch Orter. Für den Durch— 
ſchnittspunkt S der drei Mittellinien find zwei Orter bekannt. 

Aufgabe 173. Ein Dreieck zu konſtruieren aus den 
Verhältniſſen einer Höhe zu den nicht zugehörigen Mittel— 
linien und der dritten Mittellinie. (Aus „: m, ha: m. 
und mq.) 

Löſung durch Parallelverſchiebung der Höhe in den Durch— 
ſchnitt S der Mittellinien; alsdann die Ahnlichkeitsmethode. 

Aufgabe 174. Ein Dreieck zu fonftruieren aus dem 
Verhältnis einer Seite zur Halbierungslinie eines an— 
liegenden Winkels, der Differenz der beiden andern Winkel 
und der andern am halbierten Winkel anliegenden Seite. 
(Aus :, 5 — C und 5.) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode und Ort 22, da durch 
die gegebene Winkeldifferenz ein dem Dreiecke ADL, in welchem 
D und die Fußpunkte von / und ww, find, ähnliches Dreieck 
AD'E’ gegeben iſt. Das entſprechende C' erhält man nach O. 22 
aus obigem Verhältnis in Verbindung mit dem konſtruierten AL’. 
Dadurch aber findet man dann leicht ein Dreieck AB’C’, welches 
dem geſuchten ähnlich iſt. 

Aufgabe 175. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, dem Verhältnis der zugehörigen Höhe zum Um— 
fange und dem Radius des eingeſchriebenen Kreiſes. (Aus 
X A, ha: 4s und o.) 

Löſung durch Reduktion und Ahnlichkeitsmethode. Stellt 
man nämlich den Umfang des Dreiecks als DL durch Verlängerung 
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der Seite BC über Bum BD = BA, und über Cum CE = CA 
dar, jo iſt PAE =1R+ 4A und die Aufgabe reduziert auf 
die andere: Ein Dreieck aus einem Winkel, der zugehörigen Höhe 
und der Grundlinie zu konſtruieren, indem man nämlich über einer 
beliebigen als Umfang angenommenen Linie D’E’ ein Dreieck 4 DE! 
konſtruiert, welches den Winkel A’— A und eine Höhe A’F ent: 
hält, welche man nach der Proportion Is: / = A DE“: AV. 
konſtruiert. Beſtimmt man hieraus das dem geſuchten entſprechende 
Dreieck A’B’C’, jo findet man aus dieſem mittels des eingeſchriebenen 
Kreiſes leicht das geſuchte 45 C. 

Aufgabe 176. Ein Dreieck zu konſtruieren aus den 
Verhältniſſen einer Mittellinie zu der zugehörigen und 
einer nicht zugehörigen Seite und der dritten Seite. (Aus 
ma: d, ma: b und c.) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode, da ein dem Dreieck 
ADC, in welchem D der Fußpunkt von m iſt, ähnliches Dreieck 
durch das Verhältnis ſeiner Seiten gegeben iſt. 

Aufgabe 177. Ein Dreieck zu konſtruieren aus den 
Verhältniſſen einer Seite zu ihrer zugehörigen Höhe und 
Mittellinie, und dem Radius des umgeſchriebe nen Kreiſes. 
(Aus a: la, a: me und .) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode, nachdem man aus den 
gegebenen beiden Verhältniſſen das Verhältnis J: m. beſtimmt hat. 

Aufgabe 178. Ein Dreieck zu konſtruieren aus den 
Verhältniſſen einer Seite zu den Radien des ein- und um— 
geſchriebenen Kreiſes und einer Höhe. (Aus a: 4: und h..) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode, da durch das Verhältnis 
a:r reſp. 14 7 der Winkel A gegeben iſt. Konſtruiert man einen 
die Schenkel des Winkels berührenden Kreis und legt an dieſen 
zwiſchen die beiden Tangenten eine dritte a’, welche, wenn der 
Radius des konſtruierten Berührungskreiſes 9“ iſt, aus der Pro: 
portion 9:4 : 4 abzuleiten ijt, jo erhält man ein Dreieck 
AB’C', welches dem geſuchten ähnlich iſt. Die hierzu erforderliche 
Kenntnis der Löſung der 

Aufgabe 179. Zwiſchen zwei Tangenten eines Kreiſes 
eine dritte ſo zu legen, daß das begrenzte Stück eine ge— 
gebene Länge erhalte 
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wird vermittelt durch die geometriſche Thatſache, daß das Stück 
einer gemeinſchaftlichen inneren Tangente zwiſchen den gemeinſchaft— 
lichen äußeren der Länge einer äußern zwiſchen den beiden Be— 
rührungspunkten gleich iſt. 

Aufgabe 180. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, dem Verhältnis der zugehörigen beiden Radien 
und der dem Winkel entſprechenden Höhe. (Aus KA, vr: 0 
und J.) 

Löſung durch Reduktion auf A. 176. Denn durch & A iſt 
das Verhältnis r:a gegeben; aus der Verbindung dieſes Verhält— 
niſſes mit dem gegebenen „:o kann man aber auch 9 q ableiten. 

Aufgabe 181. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, dem Verhältniſſe ſeiner Halbierungslinie zum 
Umfange und dem Radius des umgeſchriebenen Kreiſes. 
(Aus Y A, 16: 1s und r.) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode. Beſchreibt man nämlich 
den äußeren Berührungskreis an das geſuchte Dreieck, welcher die 
Schenkel des gegebenen Winkels A in F und G trifft, jo iſt be— 
kanntlich 47 = AG = dem halben Umfang des geſuchten Dreiecks. 
Es ijt alſo, wenn D der Fußpunkt des Winkelhalbierers ww. ift, 
allezeit ein Dreieck AD’'G’~ ADG zu fonftruieren, da von dem- 
ſelben ein Winkel ( 4A) und das Verhältnis von AD’: AG’ 
(das Verhältnis des Winkelhalbierers zum halben Umfang) gegeben 
iſt. Aus dieſem erhält man aber mittels einer Tangente von D’ 
aus an den in 6“ und F” berührenden Kreis ein Dreieck AB’C’, 
welches dem geſuchten ähnlich iſt. 

Aufgabe 182. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkel, dem Verhältnis der zugehörigen Mittellinie zur 
Summe der den Winkel einſchließenden Seite und einer 
winkelhalbierenden Transverſale. (Aus <A, Ma: b e 
und % oder w, oder w..) 

Löſung durch Reduktion nach der Ahnlichkeitsmethode. Man 
verlängert nämlich die Mittellinie AD über D hinaus bis E um 
ſich ſelbſt, verbindet E mit C und verlängert AC bis F um 
CF = CA. Dann iſt im Dreieck ALF das Verhältnis AL: AF 
bekannt, nämlich 2: 5 e, ferner der Winkel F aus A be- 
ſtimmbar. Man kann daher zunächſt ein Dreieck 42. Tr AEF 
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konſtruieren und erhält durch die Verbindung der Mitte D' von 
ALE mit dem Punkte, in welchem das in der Mitte von E’F’ zu 
dieſer Linie errichtete Lot AF” ſchneidet, leicht ein dem geſuchten 
ähnliches Dreieck 4 5˙0ʃ. 

Aufgabe 183. Statt des Verhältniſſes m,:b e möge 
das Verhältnis : 0 — ec gegeben fein. 

Löſung der vorhergehenden ganz analog, wenn man CE” = CE 
von CA abſchneidet. 

Aufgabe 184. Ein Dreieck zu fonftruieren aus einem 
Winkel, dem Verhältnis der Gegenſeite zur zugehörigen 
Höhe und der Summe der den Winkel einſchließenden 
Seiten. (Aus & A, 4: % und b+.) 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode. Über einer beliebigen 
B’C' als Sehne beſchreibe man einen Kreisbogen für den Peripherie— 
winkel = A, beſtimme dann aus der Proportion a: * = BC’: x 
die entſprechende Höhe AD’, wodurch man ein Dreieck ABC’ 
erhält, welches dem geſuchten ähnlich iſt. Um hieraus das geſuchte 
Dreieck abzuleiten, hat man noch AB zu beſtimmen. Das erhält 
man aber durch die Proportion AC’+ AB!: e = AB: AB. 
Eine Parallele durch 5 zu B’C’ vollendet das Dreieck ABC. 

Aufgabe 185. Statt der Summe b+ c ſoll die Differenz 
— c gegeben fein. 

Löſung der vorigen ganz analog. 

Dem aufmerkſamen Leſer kann es nicht entgangen ſein, daß 
bei vielen der vorhergehenden Aufgaben die Löſung auf die Kon— 
ſtruktion eines Dreiecks reduziert werden konnte, das dem geſuchten 
Dreieck ähnlich war, und daß man aus dieſem meiſt in einfachſter 
Weiſe das geſuchte Dreieck ableiten konnte. Darum dürfen wir 
auch die Ahnlichkeitsmethode eine fruchtbare Methode der Reduktion 
nennen. — 

Wenn man in den vorhergehenden Aufgaben unter Beibehaltung 
der Stücke oder Bedingungen, aus welchen das ähnliche Hilfsdreieck 
abgeleitet werden konnte, an Stelle des dritten Stückes, welches 
zur definitiven Beſtimmung der Größe des geſuchten Dreiecks diente 
und ſtets eine Länge war, irgend eine andere am Dreiecke vor— 
kommende Länge oder eine Kombination ſolcher Längen, in Geſtalt 
von Summe oder Differenz, als gegeben annimmt, ſo erhält man 
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ſtatt jeder einzelnen Aufgabe ſo viele, als wie viele verſchiedene 
dritte Stücke man als gegeben annimmt. Auf dieſe Weiſe kann 
man aus den vorhergehenden Aufgaben leicht mehrere hundert auf— 
ſtellen, wenn man von den zahlreichen Geraden, welche an einem 
Dreiecke vorkommen, und deren Kombinationen irgend eine als 
drittes gegebenes Stück annimmt. Die Aufſtellung einer Reihe 
dieſer Aufgaben und ihre Löſung iſt zur Übung ſehr zu empfehlen. 

§ 27. Es ſoll hier noch eine zweite Gruppe von Übungs⸗ 
beiſpielen folgen, die mehr gemiſchter Natur ſind, während in der 
vorhergehenden Gruppe Dreieckskonſtruktionen und Konſtruktionen 
anderer geſchloſſener Figuren prävalierten. Zur Löſung derſelben 
ſind nur in den Fällen ausführlichere Andeutungen gemacht, in 
welchen ſich entweder größere Schwierigkeiten zeigten, oder die Art 
der Löſung ein hervorragendes Intereſſe darbot. 


Aufgabe 186. Einen Rhombus zu konſtruieren, von 
welchem zwei Seiten auf zwei gegebenen Parallelen liegen, 
und deſſen beiden anderen Seiten jede durch einen ge— 
gebenen Punkt gehen ſollen. 

Zur Löſung berückſichtige man, daß ein Rhombus zwei gleiche 
Höhen hat. Da die eine gegeben, ſo giebt die Tangente aus einem 
der gegebenen Punkte an den um den andern mit dieſer Höhe als 
Radius beſchriebenen Kreis die Lage der dritten Seite. — Zwei 
Auflöſungen! 

Aufgabe 187. Auf einer von zwei Parallelen iſt ein 
Punkt gegeben, ein anderer außerhalb derſelben. Man 
ſoll ein Parallelogramm fonftruieren, wovon zwei Gegen— 
ſeiten auf den Parallelen liegen und eine Ecke in dem 
auf der einen Parallelen gegebenen Punkte; die Gegen— 
ſeite dieſer Ecke ſoll durch den andern Punkt gehen und 
das Parallelogramm einen gegebenen Umfang erhalten. 

Löſung. Iſt ABCD das geſuchte Parallelogramm, und 
liegen AB und CD auf den Parallelen, A in dem gegebenen 
Punkte, und geht BC durch den andern Punkt P, und man ver: 
längert AB um BE = BC, fo iſt AF der halbe Umfang, alſo 
bekannt; ferner iſt A BEC gleichſchenklig, und daher die Höhe 
von E gleich der Höhe von C, alſo gegeben. Eine Tangente 
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durch P an einen um E zu beſchreibenden Kreis giebt dann den 
Punkt B; aber nur die eine. 

Aufgabe 188. Das unter gleichen Bedingungen hin— 
ſichtlich ſeiner Lage zu konſtruierende Parallelogramm 
ſoll eine gegebene Seitendifferenz haben. 

Löſung mittels der andern Tangente. 

Aufgabe 189. Das Verhältnis der Seiten des zu 
konſtruierenden Parallelogramms ſoll gegeben ſein. 

Löſung. Aus dem Seitenverhältnis ergiebt ſich das Ver— 
hältnis der Höhen, von denen die eine bekannt iſt. Ein Kreis 
um A und eine Tangente von B an dieſen vollenden die Löſung. 

Aufgabe 190. Einen Kreisbogen ſo zu teilen, daß die 
zu den Teilen gehörigen Sehnen ein gegebenes Verhält— 
nis haben. 

Löſung einfach. 

Aufgabe 191. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Höhe, der zugehörigen Mittellinie und dem zugehörigen 
Winkelhalbierer. (Aus ha, m. und %..) 

Löſung mittels des umgeſchriebenen Kreiſes. 

Aufgabe 192. Durch zwei Punkte einen Kreis zu be— 
ſchreiben, der einen andern ſo ſchneidet, daß die gemein— 
ſame Sehne Tangente eines zweiten gegebenen Kreiſes 
wird. 

Löſung. Der Durchſchnitt der gemeinſchaftlichen Sehne mit 
der Verbindung der gegebenen Punkte iſt das Potenzzentrum des 
einen gegebenen, des geſuchten und jedes dritten durch die ge— 
gebenen Punkte gehenden und den erſten Kreis berührenden Kreiſes. 
Dieſer Durchſchnittspunkt läßt ſich alſo in einfachſter Weiſe be— 
ſtimmen. Die Tangente aus dieſem Punkte an den andern ge— 
gebenen Kreis ſchneidet den erſten unter der gemeinſchaftlichen Sehne, 
und ein Kreis durch die gegebenen Punkte und jene Durchſchnitts— 
punkte, was immer möglich iſt, iſt der geſuchte. — Zwei Kreiſe! 

Aufgabe 193. Ein Dreieck, kongruent einem gegebenen, 
ſo zu konſtruieren, daß zwei Seiten desſelben durch ge— 
gebene Punkte gehen und die Halbierungslinie des ein— 
geſchloſſenen Winkels Tangente eines gegebenen Kreiſes 
werde. 
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Löſung. Beſchreibt man über der Verbindungslinie der 
Punkte B’ und C, durch welche die Seiten AB und AC des 
geſuchten Dreiecks gehen ſollen, als Sehne einen Kreis, der über 
B'C’ einen Peripheriewinkel gleich dem bekannten Winkel A faßt, 
jo ift die Mitte des Bogens 5˙0 (auf der anderen Seite) ein 
Punkt des Winkelhalbierers, welcher alſo, da er auch Tangente 
an einem gegebenen Kreiſe ſein ſoll, ſeiner Lage nach beſtimmt iſt. 

Aufgabe 194. In einen gegebenen Kreis ein Viereck 
zu beſchreiben, das zugleich ein Tangentenviereck iſt, wenn 
von demſelben eine Diagonale und der Winkel der Dia— 
gonalen gegeben iſt. 

Löſung. Legt man die gegebene Diagonale 40 in den 
Kreis, jo kennt man, da die Richtung der andern Diagonale BD 
gegeben iſt, die Mitten der zu BD gehörigen Bogen. Dadurch 
find aber die Linien bekannt, welche die Winkel A und C des 
geſuchten Vierecks halbieren und einander in dem Mittelpunkte 
des eingeſchriebenen Kreiſes ſchneiden. Die Verbindung dieſes ſo 
gefundenen Mittelpunktes mit den Mitten der zu AC gehörigen 
Bogen giebt die Diagonale DB. 

Aufgabe 195. Ein Sehnenviereck zu konſtruieren aus 
ſeinen Diagonalen, einem Winkel und dem Winkel, den 
die vom Scheitel des gegebenen Winkels ausgehende Dia— 
gonale mit einer Gegenſeite macht. 

Löſung. Durch die Diagonale DB und & A ift der um: 
geſchriebene Kreis gegeben; und man erhält durch den andern 
Winkel entweder BA oder DA, jedenfalls alſo den Punkt A. 

Aufgabe 196. Ein Viereck zu konſtruieren aus drei 
Seiten und den Winkeln an der vierten Seite. 

Löſung durch Parallelverſchiebung. Bit nämlich AD die 
vierte Seite, an welcher die bekannten Winkel A und D liegen, 
und man verſchiebt AB in die parallele Lage DB’, jo iſt das 
Dreieck DB’C durch ſeine zwei Seiten DB’ und DC und den 
eingeſchloſſenen Winkel ODB’, der ſich aus A und D ableiten 
läßt, gegeben. Aus der bekannten Richtung DA und der gegebenen 
Länge CB erhält man je einen Ort für B. 

Aufgabe 197. Ein Viereck zu konſtruieren aus ſeinen 
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Diagonalen, dem Winkel derjelben und den Winkeln, 
welche eine Diagonale mit zwei Gegenſeiten macht. 

Löſung durch Parallelverſchiebung. Sind die Winkel zwiſchen 
der Diagonale AC und den Gegenſeiten BC und AD die ge 
gebenen, jo bringe man die andere Diagonale DB durch Parallel- 
verſchiebung in die Lage CB’. Alsdann iſt A ACB’ gegeben, 
da x BOB’ beſtimmbar ijt. Für B und D hat man ferner je 
einen Ort durch die Winkel, welche AC mit den Gegenſeiten BC 
und AD bildet, zwiſchen welche man DB + CB’ zu legen hat. 

Aufgabe 198. Auf einer Geraden einen Punkt zu be— 
ſtimmen, ſo daß die von ihm an zwei Kreiſe gezogenen 
Tangentenpaare unter ſich gleiche Winkel bilden. 

Löſung durch O. 22, was man erkennt, wenn man den ge— 
ſuchten Punkt mit den Mittelpunkten der beiden Kreiſe verbindet. 

Aufgabe 199. In zwei Kreiſen zwei parallele Radien 
ſo zu ziehen, daß dieſelben von einem Punkte außerhalb 
der Kreiſe unter gleichen Winkeln erſcheinen. 

Löſung durch Umlegung. Sind die parallelen Radien AX 
und BY fo gezogen, daß < APX = <x BPY iſt, macht dann 
PAA’ = PB und legt Dreieck PAX jo an B, daß BC=PA 
und & BCD = A wir, jo hat man durch Y die Parallele 
YP" zu ziehen, damit der Schenkel des Winkels BCD durch Y 
gehe. Dann it X F = APX = BPY und alſo Y mittels 
des Kreiſes durch B, P und P’ bejtimmbar, da P’ felbft leicht 
zu beſtimmen iſt. 

Aufgabe 200. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einem 
Winkelhalbierer und den beiden Differenzen zwiſchen den 
andern Seiten und den Abſchnitten der von jenem ge— 
teilten Dreiecksſeite. 

Löſung. Iſt AD der gegebene Winkelhalbierer, und man 
macht auf BC ſowohl BE = BA, als auch CF = CA, fo find 
DE und DF die gegebenen Differenzen, und AL und AF die 
Grundlinien zweier gleichſchenkligen Dreiecke. Hieraus folgt, daß 
der ALF umgeſchriebene Kreis konzentriſch iſt mit dem ABC 
eingeſchriebenen Kreiſe. Den Durchmeſſer 406 jenes Kreiſes be- 
ſtimmt man aus der Gleichung DE. DF = AD. Da, woraus 


man zunächſt DG findet. Dann legt man in den jo beſtimmten 
Brockmann, Methodik. 6 
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Kreis das Dreieck ALF’, beſtimmt den Radius des dem Dreiecke 
ABO eingejchriebenen Kreiſes (er iſt das Lot vom Mittelpunkte 
des erſtern Kreiſes auf E), beſchreibt dieſen und vollendet ABC 
durch Tangenten an dieſen. 

Aufgabe 201. Ein Trapez zu fonftruieren aus ſeinen 
Diagonalen, dem Winkel derſelben und der Summe zweier 
aneinander ſtoßenden Seiten. 

Löſung durch Parallelverſchiebung der einen Diagonale in 
die Ecke, wo die beiden Seiten zuſammenſtoßen, deren Summe 
gegeben iſt. Verſchiebt man z. B. DB in die Lage CE, wenn 
CD+ CB bekannt, jo iſt A ACE gegeben. Macht man nun 
EBF gleich der gegebenen Summe, jo ijt BF = BC, alſo B 
leicht zu beſtimmen, wenn man FC zieht. 

Aufgabe 202. Dieſelbe Aufgabe mit der Anderung, 
daß ſtatt jener Summe die entſprechende Differenz ge— 
geben ſein ſoll. 

Löſung in analoger Weiſe einfach; nur hat man die ge— 
gebene Differenz auf der LB in entgegengeſetzter Richtung ab— 
zutragen. 

Aufgabe 203. Zu zwei Punkten auf der Peripherie 
eines Kreiſes einen dritten ſo zu beſtimmen, daß das 
Rechteck aus den Entfernungen desſelben von den beiden 
erſten Punkten gleich ſei dem Quadrate über der die beiden 
erſten Punkte verbindenden Sehne. 

Löſung. Durch die Punkte A und J auf der Kreisperipherie 
ijt der Winkel AX 5 gegeben. Durch dieſen und das Produkt 
der einſchließenden Seiten iſt auch der Inhalt des Dreiecks AX 
gegeben, jo daß man, wenn man AD als Grundlinie dieſes Dreiecks 
anſieht, die zugehörige Höhe finden kann. 

Zuſatz. Bezeichnet man den konſtanten Winkel A X durch «, 
die Höhe von X auf AB durch /, AB ſelbſt durch a, jo iſt der 
Inhalt des Dreiecks AX Y AX. BX. sin a = fa’. sin « 
ka. M, woraus ſich ergiebt: „ =. sin g. Soll das Rechteck 
AIX. B irgend einem gegebenen Quadrate, etwa m?, gleich fein, 
jo erhält man m? sine = ah, woraus h mals vierte Proportionale 
zu konſtruieren ijt, — Das Maximum jenes Rechteckes iſt leicht 
zu beſtimmen. 
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Aufgabe 204. Auf einer Kreisperipherie einen Punkt 
zu beſtimmen, deſſen Verbindung mit den Endpunkten 
zweier gegebenen Strecken gleiche Dreiecke bilden. 

Löſung. Aus den gegebenen Strecken AB und C läßt ſich 
das Verhältnis der Höhen von dem geſuchten Punkte aus beſtimmen, 
daraus ein Ort für dieſen Punkt. — Auch wenn das Verhältnis 
der entſtehenden Dreiecke ein gegebenes ſein ſoll, etwa m:n, jo 
läßt ſich das Verhältnis dieſer Höhen beſtimmen. Man findet 
h:h’ =m.CD:n.AB, wenn h und 4’ zu AB und CD ge 
hören. Das Verhältnis m. CY: . AB läßt fi) aber leicht in 
ein lineares Verhältnis p: gq umwandeln. 

Aufgabe 205. Von einer Geraden aus an einen Kreis 
eine Sekante zu ziehen, welche auf der Geraden ſenkrecht 
ſteht und durch die Kreisperipherie halbiert wird. 

Löſung mittels einer Tangente, welche zwiſchen der gegebenen 
Geraden und dem Kreiſe eine Länge hat, welche dem Diameter des 
Kreiſes gleich iſt; der Berührungspunkt iſt der diametrale Gegen— 
punkt des Endpunktes der Sekante. 

Aufgabe 206 bis 208. Von dem einen Durchſchnitts— 
punkte zweier Kreiſe in jeden eine Sehne zu legen, ſo daß 
dieſelben einen gegebenen Winkel mit einander bilden und 

Aufgabe 206 eine gegebene Summe bilden. 

Löſung mittels Drehung des einen Kreiſes in eine Lage, in 
welcher die beiden Sehnen eine Gerade bilden. Dieſe Drehung 
läßt ſich in zweifacher Weiſe ausführen. — Haben die gegebenen 
Kreiſe die Mittelpunkte M und M’, ijt P der Durchſchnittspunkt, 
von welchem aus die Sehnen PX und PY jo gezogen find, daß 
xxXPY=a und PX+ = s ift, jo verlängere man XP 
über P hinaus bis Y’, jo daß PY’ =, iſt, und mache 
A PY’C=> PYM’ und zwar jo, daß C und an verſchiedenen 
Seiten von X liegen. Beſchreibt man dann um Gals Mittel- 
punkt mit CP = CY’ als Radius einen Kreis, fo ift dies der 
Kreis M’ in der neuen Lage, in welcher die geſuchten Sehnen eine 
einzige Gerade bilden. Der Mittelpunkt C ijt aber leicht zu be— 
ſtimmen, da ſich in einfachſter Weiſe ergiebt, daß T 7 = 2 a 
iſt. In die Kreiſe M und C läßt ſich aber leicht durch P die 
Gerade X“ fo legen, daß XP+ s wird. Dann hat 

6 * 
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man in den Kreis M’ die Sehne PY nur jo zu legen, daß T XPY =a 
wird. Es iſt alsdann PY = PY’, aljo XP+PY=s Oder 
man legt PY als PY” auf PX und konſtruiert Y PYM’ 
fo, daß C’ und M’ an derjelben Seite von PY” liegen. Dann 
iſt C der Mittelpunkt des dem Kreiſe M’ kongruenten Kreiſes, in 
welchen man von P aus eine Sehne zu legen hat, welche mit der 
in den Kreis M fallenden Sehne die gegebene Summe bildet. — 
Die erſtere Umlegung iſt vorzuziehen. 

Aufgabe 207 eine gegebene Differenz bilden. 

Löſung in ganz analoger Weiſe mittels der erſteren Um— 
legung des einen Kreiſes. 

Aufgabe 208 einander gleich ſind. 

Löſung ebenfalls mittels derſelben Umlegung. 

Aufgabe 209. Durch einen Punkt innerhalb des kleineren 
zweier konzentriſchen Kreiſe zwiſchen die beiden Peripherien 
eine Gerade zu legen, die in dieſem Punkte halbiert wird. 

Löſung mittels eines leicht zu konſtruierenden Parallelogramms. 
— Zwei Löſungen! 

Aufgabe 210. Durch einen der Durchſchnittspunkte 
zweier Kreiſe in den einen eine Sehne zu legen, welche 
durch die Peripherie des andern nach einem gegebenen 
Verhältnis geteilt wird. 

Löſung. Schneidet die Sehne PY im Kreiſe M’ die Peri— 
pherie des Kreiſes M in X, und die durch Y zu WX gezogene 
Parallele die Verlängerung von PM in 4, jo läßt ſich mittels 
Proportionen ſowohl der Punkt 2, als auch die Länge von ZY, 
und hierdurch der Punkt J beſtimmen. 

Aufgabe 211. Auf der Verlängerung eines Diameters 
einen Punkt zu beſtimmen, deſſen Entfernung von einem 
gegebenen Punkte auf dem Durchmeſſer gleich iſt der aus 
ihm an den Kreis gezogenen Tangente. 

Löſung reduziert fic) auf die Konſtruktion eines rechtwinkligen 
Dreiecks, von welchem man eine Kathete und den Überſchuß der 
Hypotenuſe über die andere Kathete kennt. Dieſe Konſtruktion 
erreicht man am einfachſten, wenn man die bekannte Differenz 
dadurch darſtellt, daß man die Hypotenuſe auf die andere Kathete 
legt, ſo daß dieſelbe als wirklicher Überſchuß erſcheint. 
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Zur Determination jet bemerkt, daß der geſuchte Punkt 
nur auf derſelben Seite vom Mittelpunkte liegen kann, auf welcher 
der gegebene Punkt liegt. 

Aufgabe 212. Von zwei Punkten außerhalb eines 
Kreiſes zwei Sekanten durch denſelben Punkt der Peri— 
pherie zu ziehen, ſo daß die Sehne zwiſchen den End— 
punkten derſelben von gegebener Größe ſei. 

Löſung einfach mit Hilfe von O. 15, da der Peripherie— 
winkel über einer der Größe nach gegebenen Sehne eines Kreiſes 
gegeben iſt. 

Aufgabe 213. Durch zwei Punkte auf der Peripherie 
eines Kreiſes zwei Sehnen zu demſelben dritten Punkte 
zu ziehen, ſo daß ſie nötigenfalls verlängert ein gleich— 
ſchenkliges Dreieck bilden, deſſen Grundlinie auf einer 
gegebenen Geraden liegt. 

Löſung einfach, wenn man durch einen der gegebenen Punkte 
eine Parallele zur gegebenen Geraden zieht. 

Aufgabe 214. In einen Kreis eine Sehne von ge— 
gebener Größe ſo zu legen, daß ſie durch eine andere 
Sehne halbiert wird. 

Löſung leicht. 

Aufgabe 215. Durch einen der Durchſchnittspunkte 
zweier Kreiſe eine Gerade ſo zu legen, daß auf den ent— 
ſtehenden Sehnen gleiche Peripheriewinkel ſtehen. 

Löſung mittels eines Lotes im gegebenen Durchſchnittspunkt 
zur geſuchten Geraden, welches den Winkel zwiſchen den zu jenem 
Durchſchnittspunkte gehörigen Durchmeſſern der beiden Kreiſe halbiert. 

Aufgabe 216. Zu den parallelen Seiten eines Trapezes 
eine Parallele ſo zu legen, daß ſie durch die Diagonalen 
desſelben in drei gleiche Teile geteilt wird. 

Löſung. St XYZT| AB und CD fo gezogen, daß 
XY=YZ=ZT iſt, fo iſt ſtets, wenn nur XT AB iſt, 
XY= ZT, wie ſich leicht beweiſen läßt. Es kommt alſo darauf 
an, zwiſchen Seite AD und Diagonale BD die XZ A jo zu 
legen, daß fie durch AC halbiert werde, daß alſo XY= YZ 
werde. Iſt nun E der Durchſchnittspunkt der Diagonalen, jo hat 
man wegen Ahnlichkeit der Dreiecke YZE und CDE zunächſt die 
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Proportion: YZ: DC= YE: EC. Auch beſteht die Proportion 
XF: DPO = AT: 40. Soll nun YZ— XY ſein, jo ergiebt 
ſich AY: YE = AC: C, d. h. Punkt Y ijt vierter harmoniſcher 
Punkt zu A, E und C, und zwar konjugiert zu C. 

Zuſatz. Hierdurch iſt auch die Aufgabe gelöſt: Zwiſchen zwei 
Dreiecksſeiten in gegebener Richtung eine Gerade zu legen, welche 
durch die dritte Seite halbiert wird. Auch iſt die Löſung durch 
vorſtehende gegeben, wenn ſtatt der Gleichheit der Stücke XY 
und YZ ihr Verhältnis m:n gegeben ijt. Man erhält für dieſen 
Fall AY: TEM. 40: n. EC. 

Aufgabe 217. Zwiſchen zwei Parallelen eine Gerade 
von gegebener Länge ſo zu legen, daß ſie die Grundlinie 
eines gleichſchenkligen Dreiecks wird, deſſen Spitze ein 
zwiſchen den Parallelen gegebener Punkt iſt. 

Löſung mittels einer durch jenen Punkt zwiſchen die Parallelen 
gelegten Geraden, welche jene gegebene Größe hat, und eines auf dieſer 
Geraden in jenem Punkte errichteten und bis zur Mittelparallele 
verlängerten Lotes. 

Determination. Der Punkt muß außerhalb der Mittel— 
parallele liegen. Derſelbe darf auch außerhalb der Parallelen liegen. 

Aufgabe 218. An einen Kreis eine zu einer gegebenen 
Geraden ſenkrechte Sekante ſo zu ziehen, daß dieſelbe 
durch die Peripherie nach einem gegebenen Verhältnis 
(unter andern nach der sectio aurea) geteilt werde. 

Löſung. Iſt XYZ dieje auf der gegebenen Geraden ſenk— 
rechte Sekante, ſo läßt ſich in jedem Falle der Durchſchnitt des 
zu Z gehörigen Diameters mit der gegebenen Geraden aus dem 
gegebenen Verhältnis beſtimmen. 

Aufgabe 219. Durch einen gegebenen Punkt eine Ge— 
rade durch die Schenkel eines Winkels zu legen, daß die 
von den Schenkeln abgeſchnittenen Stücke ein gegebenes 
Rechteck bilden. 

Löſung durch Umlegung. Bit sc MAN der gegebene, P der 
gegebene Punkt, deſſen Lage wir innerhalb des Winkels annehmen, 
und ſchneidet die Gerade X von den Schenkeln AM und AN 
die Stücke AX und AY ab, jo daß AX.AY=m.n iſt, jo 
ziehe man PC und PD parallel zu AN und AM bis in AM 
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und AN und außerdem YL || DX bis in AM. Dann find C 
und D bekannte Punkte. Ferner iſt AD: AT = AX: AE, 
woraus ſich, da AY. AX = m.n gegeben iſt, der Punkt E be- 
ſtimmen läßt. Nun iſt PC = AD, alſo AD: AY= PO: AT 
und PC: AY = CX: AX. Daher iſt auch CX: AX ARX: AE 
und dadurch ein Verhältnis auf eine bekannte Gerade umgelegt. 
Aus dieſer Proportion erhält man aber 

AX - CX: AX AE - AX: 4E, oder 40: AX ER: AE, 
woraus man den Punkt X beſtimmen kann, indem man AL in X 
ſo teilt, daß das Rechteck aus den beiden Stücken dieſer Strecke 
einem bekannten Rechtecke (40. 4E) gleich wird. Das geſchieht 
aber dadurch, daß man die mittlere Proportionale zwiſchen AC 
und AE in einen über AL als Diameter beſchriebenen Halbkreis 
ſenkrecht auf dem Diameter einlegt. Der Fußpunkt derſelben iſt 
der Teilpunkt. 

Zuſatz. Liegt der Punkt P außerhalb des Winkels, jo mache 
man die entſprechenden Konſtruktionen und ſtelle die entſprechenden 
Proportionen auf, beachte aber bei der Ableitung der Schlußproportion 
die geänderte Lage der Punkte. 

Aufgabe 220. Zwiſchen die Schenkel eines Winkels 
eine Gerade in gegebener Richtung ſo zu legen, daß die 
Entfernungen ihrer Endpunkte von einem gegebenen Punkte 
einander gleich ſind. (Vergl. A. 217.) 

Löſung. Man beſtimme die Mitte der einzulegenden Geraden 
durch zwei Orter. Der eine Ort iſt die von dem gegebenen Punkte 
auf die gegebene Richtung gefällte Senkrechte (dieſe Richtung kann 
als Gerade durch den Scheitel des Winkels gegeben ſein). Der 
andere Ort iſt die Verbindungslinie des Scheitels mit der Mitte 
einer beliebigen, aber in der gegebenen Richtung zwiſchen die Schenkel 
gelegten Geraden. 

Aufgabe 221. Einen Punkt zu beſtimmen, von welchem 
aus zwei gegebene Strecken unter gegebenen Winkeln 
erſcheinen. (Pothenotſche Aufgabe.) 

Löſung mittels O. 15. 

Zuſatz. Die Aufgabe wird unbeſtimmt, wenn die gegebenen 
Winkel fic) zu 21 ergänzen. 

Aufgabe 222. Einen Punkt zu beſtimmen, von welchem 
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aus zwei gegebene Kreiſe unter gegebenen Winkeln er— 
ſcheinen. 

Löſung durch Reduktion auf die vorhergehende Aufgabe. 

Aufgabe 223. Einen Kreis zu konſtruieren, deſſen 
Mittelpunkt auf einer gegebenen Geraden liegt, und deſſen 
Peripherie gegebene Abſtände von zwei gegebenen Ge— 
raden hat. 5 

Löſung. Die Differenz der Abſtände des Mittelpunktes des 
geſuchten Kreiſes von den beiden Geraden iſt bekannt, und daraus 
läßt ſich ein Ort für denſelben ableiten. Dieſer Ort iſt nämlich 
die Halbierungslinie des Winkels, den die entferntere Gerade mit 
der andern macht, wenn man dieſelbe um die gegebene Differenz 
parallel verſchiebt. 

Aufgabe 224. Einen Kreis zu beſchreiben, der die 
Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks berührt, durch 
den Scheitel des rechten Winkels geht, und deſſen Mittel- 
punkt auf einer Kathete liegt. 

Löſung ſehr einfach. 

Aufgabe 225. In einem Viereck einen Punkt zu be— 
ſtimmen, deſſen Entfernungen von dem einen Paare Gegen— 
ſeiten eine gegebene Summe bilden, während die Ent— 
fernungen desſelben von dem andern Paare ein gegebenes 
Verhältnis haben. 

Löſung leicht mit Hilfe zweier Orter, von denen der eine 
aus der gegebenen Summe, der andere aus dem gegebenen Ver— 
hältnis abgeleitet wird. Der der gegebenen Summe entſprechende 
Ort iſt die Halbierungslinie des Winkels, den die um dieſe Summe 
parallel verſchobene eine Gerade mit der andern macht. Der andere 
Ort, welcher dem gegebenen Verhältnis entſpricht, iſt die Ver— 
bindungslinie des Durchſchnittes der betreffenden Geraden mit 
einem beliebigen Punkte, deſſen Entfernungen das gegebene Ver— 
hältnis haben. Ein ſolcher Punkt iſt aber in einfachſter Weiſe 
zu beſtimmen. (S. Nachtrag 12.) 

Zuſatz. Die Aufgabe iſt in ähnlicher Weiſe zu löſen, wenn 
die beiden Paare Entfernungen zwei gegebene Summen, Differenzen 
oder Verhältnis, oder eine Kombination dieſer Größen bilden ſollen. 
Man ſtelle dieſe fünf Aufgaben auf und löſe dieſelben! 
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Aufgabe 226. Von einem Punkte aus durch zwei 
Dreiecksſeiten eine Gerade zu legen, ſo daß die Durch— 
ſchnittspunkte mit den Ecken an der dritten Seite die 
Ecken eines Sehnenvierecks bilden. 

Löſung einfach. 

Aufgabe 227. Auf einer Geraden einen Punkt zu be— 
ſtimmen, der gleiche Entfernung von einem gegebenen 
Punkte und einer gegebenen Geraden hat. 

Löſung durch einen Kreis, welcher durch den gegebenen Punkt 
und deſſen Gegenpunkt in bezug auf die Gerade geht, in welcher 
der Mittelpunkt liegen ſoll, und die andere Gerade berührt; alſo 
Apolloniſches Berührungsproblem. 

Aufgabe 228. Durch zwei Kreiſe eine Gerade zu legen, 
ſo daß die entſtehenden Sehnen gegebene Größen erhalten. 

Löſung mittels einer gemeinſchaftlichen Tangente an zwei 
leicht zu beſtimmende, mit den gegebenen konzentriſche Kreiſe. 

Aufgabe 229. Durch einen gegebenen Punkt eine Ge— 
rade zu legen, welche durch den Durchſchnittspunkt zweier 
Geraden geht, ohne daß man hierzu dieſe Geraden bis 
zu ihrem Durchſchnitt verlängert. 

Löſung. Zieht man durch die Geraden zwei beliebige Paz 
rallelen, die eine durch den gegebenen Punkt, und teilt die andere 
nach demſelben Verhältnis, nach welchem die erſtere durch den 
Punkt geteilt wird, ſo geht die Verbindungslinie beider Teilpunkte 
durch den Durchſchnittspunkt der Geraden. 

Aufgabe 230. In einen Kreis ein Dreieck einzuſchreiben, 
wenn die Mittelpunkte der zu den Seiten gehörigen Bogen 
gegeben ſind. 

Löſung. Die Verbindungslinien der gegebenen Mitten mit 
dem Mittelpunkte des Kreiſes ſtehen auf den Seiten des geſuchten 
Dreiecks ſenkrecht. Daraus ergiebt ſich aber, daß die Winkel, welche 
dieſe Verbindungslinien machen, die Supplemente der Winkel des 
geſuchten Dreiecks ſind. Man kann alſo in einfachſter Weiſe einen 
dieſer Winkel und durch ihn die gegenüberliegende Dreiecksſeite der 
Größe nach beſtimmen und dieſelbe entſprechend einlegen. Die 
dritte Ecke iſt dann leicht zu beſtimmen. 

Eine elegante Löſung erhält man durch Anwendung der 
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Drehung. Dreht man nämlich etwa die Ecke 4 zuerſt um , jo 
daß der Punkt um ebenſo viel jenſeits 7 liegt, wie jetzt diesſeits, 
dann weiter um « und endlich um 6 (a, 6 und ) bezeichnen die 
Mitten der Bögen BC, CA und AB), fo kehrt A in ſeine an- 
fängliche Lage zurück. Macht man nun dieſelbe Operation mit 
einem Punkte D der Peripherie zwiſchen A und B, jo wird nach 
Vollendung derſelben D in einen Punkt D’ fallen, der an der 
andern Seite von 4 in gleicher Entfernung liegt, wie D. Man 
kann nun von einem beliebigen Punkte D ausgehn und die durch 
die Drehung erzielte Lage D’ beſtimmen; dann iſt die Mitte des 
Bogens DD’ die Ecke A, worauf die beiden andern Ecken B und 
leicht zu beſtimmen find. 

Aufgabe 231. Um einen gegebenen Kreis ein Dreieck 
zu konſtruieren, daß die Ecken auf die Verlängerungen 
dreier gegebenen Radien fallen. 

Löſung. Iſt M der Mittelpunkt des gegebenen Kreiſes, 
XYZ das verlangte Dreieck und find «, 6 und bezüglich die 
Winkel der gegebenen Radien und der Berührungsradien, ſo läßt 
ſich die Differenz je zweier dieſer Winkel beſtimmen, und da ihre 
Summe bekannt iſt, auch jeder Winkel einzeln. Dadurch erhält 
man aber zunächſt einen Berührungspunkt, durch den das geſuchte 
Dreieck gegeben iſt. 

Aufgabe 232. Auf der Potenzlinie zweier Kreiſe einen 
Punkt zu beſtimmen, ſo daß die zwei aus dieſem Punkte 
durch zwei in den Peripherien gegebene Punkte ge— 
zogenen Sekanten die Kreiſe zum zweiten Male in Punkten 
ſchneiden, deren Verbindungslinie ſenkrecht zur Potenz— 
linie iſt. 

Löſung mittels Drehung. Iſt nämlich X der geſuchte Punkt 
und find XAC und X50 die geſuchten Sekanten, jo drehe man 
den Kreis, auf welchem 4 liegt, um die Potenzlinie, dann fallen 
A und C auf bekannte Punkte A’ und C'. Nun ſind die Vierecke 
ABDC und C’A’BD Sehnenvierecke; denn auch XA’. XC’ 
=XB.XD. Leicht ergiebt ſich alsdann, daß X AA Æ XA 
ijt, woraus folgt, daß auch XA’BA ein Kreisviereck iſt, und alſo 
der Kreis durch A, A’ und 5 den Punkt X beſtimmt. — Zwei 
Löſungen! 
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Aufgabe 233. Auf einer Geraden außerhalb eines 
Kreiſes, auf welcher ein Punkt A gegeben ift, einen zweiten 
Punkt X jo zu beſtimmen, daß die Entfernungen desſelben 
von der Kreisperipherie und dem gegebenen Punkte ein 
gegebenes Verhältnis haben. b 

Löſung. Schneidet die Verbindungslinie des geſuchten Punktes 
X mit dem Mittelpunkte M des gegebenen Kreiſes dieſen in J, 
und it XY: XA m: u, fo iſt auch, wenn die Parallele MB 
zu AY bis in die gegebene Gerade gezogen wird, MY: AB 
r: Il = m: n. Daraus läßt ſich AB und BM beſtimmen. 
Die Parallele durch A zu BM beſtimmt dann im allgemeinen 
zwei Punkte X, deren jedem ein X auf der Geraden entſpricht. 

Zuſatz. Iſt die größte Entfernung des geſuchten Punktes 
von der Kreisperipherie (ſtatt der oben gewählten kleinſten) gemeint, 
jo iſt die Löſung ganz analog. Das zu konſtruierende AB fällt 
in dem Falle nach der andern Seite von 4. 

Aufgabe 234. Von zwei Punkten außerhalb eines 
Kreiſes zwei Sekanten, welche ſich auf der Peripherie 
ſchneiden, ſo zu ziehen, daß die Sehne zwiſchen den beiden 
andern Durchſchnittspunkten von gegebener Größe ſei. 

Löſung durch Orter. Durch die gegebene Größe der Sehne 
iſt der zugehörige Peripheriewinkel, durch dieſen aber ein Kreis— 
bogen über der Verbindungslinie der gegebenen Punkte als Sehne 
als Ort für den gemeinſamen Durchſchnitt beider Sekanten mit 
der Peripherie gegeben. 

Aufgabe 235. Auf einer Sehne eine gegebene Strecke 
ſo abzutragen, daß die von den Endpunkten der Strecke 
aus gezogenen Diameter zwiſchen ihren Endpunkten eine 
Sehne enthalten, welche der gegebenen parallel iſt. 

Löſung. Die Mitte der Strecke iſt der Fußpunkt des Lotes 
vom Mittelpunkte des Kreiſes auf die gegebene Sehne. 

Aufgabe 236. Die entſtehende Sehne ſoll von ge— 
gebener Größe ſein. 

Löſung. Iſt M der Mittelpunkt des gegebenen Kreiſes und 
XY die auf der Geraden abgetragene Strecke, jo kennt man von 
dem Dreiecke MX die Grundlinie XY, die Höhe IC und durch 
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Die gegebene Größe der entſtehenden Sehne auch den Winkel an 
der Spitze. Durch die Konſtruktion dieſes Dreiecks erhält man 
MX und MY, wodurch die Lage der Punkte X und Y auf der 
Geraden beſtimmt wird. — Zwei verſchiedene Lagen! 

Aufgabe 237. Die gegebene Strecke auf der Sehne 
ſo abzutragen, daß die von den Endpunkten derſelben 
auf einen gegebenen Durchmeſſer gefällten Lote gleiche 
Sehnen in dem Kreiſe bilden. 

Löſung. Die Mitte der Strecke iſt der Durchſchnitt der 
gegebenen Geraden mit dem im Kreismittelpunkte zum gegebenen 
Diameter errichteten Lote. 

Aufgabe 238 und 239. Die aus den Endpunkten der 
abgetragenen Strecke an den Kreis gezogenen Tangenten 
ſollen einander gleich (oder parallel) werden. 

Löſung für beide Aufgaben leicht. Dieſelbe wird für die 
letztere vermittelt durch einen zur gegebenen Geraden parallel ge— 
zogenen und bis in die Tangenten verlängerten Diameter. — Die 
gegebene Strecke muß in dieſem Falle mindeſtens gleich dem Dia— 
meter ſein. 

Aufgabe 240. Durch zwei gegebene Punkte auf einer 
Kreisperipherie zwei einander auf der Peripherie ſchnei— 
dende Sehnen ſo zu ziehen, daß ſie ein gleichſchenkliges 
Dreieck bilden, deſſen Grundlinie auf einer gegebenen 
Geraden liegt. 

Löſung. Zieht man durch den einen der gegebenen Punkte, 
etwa 4, eine Parallele zur gegebenen Geraden bis in die andere 
Sehne, die in J geſchnitten werden möge, jo läßt ſich die Größe 
des Winkels AYB aus dem durch die Sehne AB gegebenen 
Winkel an der Spitze des gleichſchenkligen Dreieckes ableiten, wo— 
durch man einen zweiten Ort für Y erhält. 

Aufgabe 241. Durch die zu ziehenden zwei Sehnen 
ſoll auf der gegebenen Geraden eine gegebene Strecke 
abgeſchnitten werden. 

Löſung durch Parallelverſchiebung und O. 15. 

Aufgabe 242. Die zu ziehenden Sehnen ſollen auf 
einem gegebenen Durchmeſſer vom Mittelpunkte aus gleiche 
Stücke abſchneiden. 
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Löſung. Schneiden die Sehnen AX und BX auf dem Dia- 
meter CD die gleichen Stücke MY und MZ ab, und man zieht 
den Diameter AL, jo ift X EZB als Supplement des durch die 
Punkte A und B gegebenen Peripheriewinkels bekannt, daher ein 
Ort für Z nach O. 15 gegeben. 

Aufgabe 243. Die Sehnen ſollen in analoger Weiſe 
gleiche Stücke auf einer gegebenen Sehne abſchneiden. 

Löſung der vorigen ganz entſprechend, wenn man, ſtatt den 
Diameter von 4 aus zu ziehen, 4 mit der Mitte der gegebenen 
Sehne verbindet und dieſe Verbindungslinie um ſich ſelbſt bis A’ 
verlängert. Es iſt dann wiederum & A’ZB und durch dieſen ein 
Ort für Z nach O. 15 gegeben. 

Aufgabe 244. Zu zwei Sekanten PAB und PCD eine 
dritte PX jo zu ziehen, daß Bogen AX =D wird. 

Löſung. Man erkennt leicht, daß die Sehne XY= AD 
ſein muß, da die zugehörigen Bogen gleich ſind. 

Aufgabe 245. In ein gleichſchenkliges Dreieck drei 
Kreiſe ſo zu beſchreiben, daß jeder zwei Seiten des Dreiecks 
und die beiden andern Kreiſe berührt. 

Löſung. Die Mittelpunkte der die Grundlinie und je einen 
Schenkel berührenden Kreiſe ſind die Durchſchnitte der Halbierungs— 
linien der Winkel an der Grundlinie einerſeits und der Halbierungs— 
linie der von der Höhe an der Grundlinie gebildeten rechten Winkel 
andererſeits. Der dritte Kreis ergiebt ſich dann leicht. 

Zuſatz. Für ein gleichſeitiges Dreieck erledigt ſich hiernach 
die Löſung in einfachſter Weiſe. Die Kreiſe werden natürlich gleich, 
und ihre Mittelpunkte liegen in den drei Höhen ſo, daß ihr Ab— 
ſtand vom Fußpunkte gleich der halben Seite iſt. 

Anmerkung. Die entſprechende allgemeine Aufgabe: In ein 
beliebiges Dreieck drei Kreiſe zu beſchreiben, welche ſich gegenſeitig 
und je zwei Seiten des Dreiecks berühren — das ſogenannte 
Malfatti'ſche Problem — iſt in einfacher Weiſe nicht gelöft. 
Denn die von Steiner gegebene Löſung iſt trotz ihrer Eleganz 
doch ziemlich kompliziert, und Malfatti's eigene Löſung iſt trigono— 
metriſch und durchaus nicht einfach. Wir dürfen deshalb auf die 
Löſung dieſer allgemeinen Aufgabe hier verzichten. 

Aufgabe 246. In einen gegebenen Kreis drei gleiche 
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Kreiſe jo zu beſchreiben, daß jeder die beiden andern und 
den gegebenen berührt. 

Löſung. Die Berührungspunkte in dem gegebenen Kreiſe 
ſind die Endpunkte dreier Radien, welche miteinander Winkel von 
120° machen. Dieſe find alſo zunächſt zu beſtimmen. Die Bez 
rührungspunkte der Kreiſe unter ſich ſind aber die Durchſchnitts— 
punkte der Halbierungslinien der Winkel, welche die urſprünglich 
gezogenen Radien mit den Verbindungslinien der Berührungs— 
punkte im gegebenen Kreiſe bilden. Aus den ſo beſtimmbaren 
Berührungspunkten ergeben ſich die Mittelpunkte der geſuchten 
Kreiſe ſehr leicht. 

Aufgabe 247. In ein Quadrat vier gleiche Kreiſe ſo 
zu beſchreiben, daß jeder von ihnen zwei derſelben und 
zwei Seiten des Quadrats berührt. 

Löſung leicht. Die Mittelpunkte der geſuchten Kreiſe ſind 
die Mitten der halben Diagonalen des gegebenen Quadrates. 

Aufgabe 248. In ein Quadrat fünf gleiche Kreiſe ſo 
zu beſchreiben, daß einer die vier übrigen und jeder dieſer 
vier noch zwei Seiten des Quadrates berührt. 

Löſung. Der Durchſchnitt 0 der Diagonalen iſt offenbar der 
Mittelpunkt des einen Kreiſes, der die vier andern berührt. Die 
Mittelpunkte der andern vier Kreiſe liegen auf den Diagonalen. 
Iſt nun X auf OA der Mittelpunkt eines der vier übrigen Kreiſe 
und J deſſen Berührungspunkt auf AB, jo iſt, wenn man OY 
zieht und bis in die verlängerte DA, bis in Z verlängert, wie 
ſich leicht ergiebt, AZ = 4 AO. Hiernach find alſo die Berührungs— 
punkte in den Seiten, und daraus die Mittelpunkte der geſuchten 
Kreiſe leicht zu beſtimmen. 

Aufgabe 249. In ein reguläres Fünfeck fünf gleiche 
Kreiſe zu beſchreiben, von denen jeder zwei der übrigen 
und zwei Seiten des Fünfecks berührt. 

Löſung. Die Mittelpunkte der geſuchten Kreiſe liegen auf 
den großen Radien des Fünfecks und zugleich auf der Halbierungs— 
linie des rechten Winkels, den das von einer Ecke des Fünfecks 
auf die Gegenſeite gefällte Lot (oder auch der kleine Radius mit 
dieſer Seite) bildet. Der Radius ergiebt ſich dann leicht. 

Aufgabe 250. In ein reguläres Fünfeck ſechs gleiche 
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Kreiſe zu beſchreiben, von denen einer die fünf übrigen 
und jeder von dieſen noch zwei Seiten des Fünfecks be— 
rührt. 

Löſung ähnlich wie in A. 248 durch Beſtimmung der Be— 
rührungspunkte in den Seiten. 

Aufgabe 251 und 252. In ein reguläres n-ed n gleiche 
Kreiſe, wie in A. 249, und (n + 1) Kreiſe, wie in A. 250 
zu beſchreiben. 

Löſung. Im erſtern Falle ergeben ſich die Mittelpunkte der 
geſuchten Kreiſe, welche ſämtlich auf den großen Radien des n-ecks 
liegen, durch Halbierung des rechten Winkels, den der kleine Radius 
mit der Seite des Polygons macht; im andern Falle werden die 
Berührungspunkte auf den Seiten durch ein ähnliches Verfahren 
beſtimmt, wie bei A. 250 geſchehen iſt. 

Aufgabe 253. Von zwei Punkten auf der Peripherie 
eines Kreiſes nach einem dritten Punkte zwei Sehnen ſo 
zu ziehen, daß zwiſchen den Durchſchnitten ihrer Ver— 
längerungen mit der Peripherie eines zweiten Kreiſes 
eine Sehne von gegebener Größe entſteht. 

Löſung durch Parallelverſchiebung. Schneiden die Sehnen AX 
und BX des Kreiſes M verlängert die Peripherie des Kreiſes 0 
in Y und Z fo, daß YZ die gegebene Größe s hat, und man 
verſchiebt YA parallel mit fic) bis in die Lage 7A’, fo liegt der 

Durchſchnitt zwiſchen OA’ und der Kreisperipherie O um den durch 
die Sehne s gegebenen Bogen vom Durchſchnitte der Centrale OI 
mit derſelben Peripherie entfernt. Es iſt alſo die Lage von OA’ 
gegeben, und da 44 — s iſt, auch Punkt A’. Verbindet man 
nun A’ mit B, fo iſt BZA’ = X, welcher Winkel durch die 
Punkte A und B gegeben iſt. Der Punkt Z ift alſo beſtimmbar. 
| Zuſatz. Für die Determination iſt zu berückſichtigen, daß 
die Größe der Sehne ſich auf die Sehne zwiſchen den erſten, zweiten 
Durchſchnitten, und je einem erſten und zweiten Durchſchnitte be— 
ziehen kann. 

Aufgabe 254. Einen Kreis zu beſchreiben, welcher 
eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punkte berührt 
und eine andere Gerade unter einer gegebenen Sehne 
ſchneidet. 
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Löſung mittels des Tangentenſatzes, wenn die gegebenen Ge— 
raden konvergent ſind; ſind dieſelben parallel, ſo ſind die Endpunkte 
der abzuſchneidenden Sehne unmittelbar gegeben. 

Aufgabe 255. Einen Kreis zu beſchreiben, der einen 
andern Kreis in einem gegebenen Punkte berührt und 
eine gegebene Gerade unter einer gegebenen Sehne 
ſchneidet. f 

Löſung mit Hilfe der gemeinſamen Tangente im gegebenen 
Berührungspunkte durch den Tangentenſatz. 

Aufgabe 256. Einen Kreis zu beſchreiben, der durch 
zwei Punkte geht und eine Gerade unter einer gegebenen 
Sehne ſchneidet. 

Löſung mit Hilfe des Sekantenſatzes, wenn die Verbindungs- 
linie der Punkte der gegebenen Geraden nicht parallel iſt; im andern 
Falle wie in A. 254. 

Aufgabe 257. Einen Kreis zu beſchreiben, der durch 
einen gegebenen Punkt geht, eine gebene Gerade unter 
gegebener Sehne ſchneidet, und deſſen Mittelpunkt auf 
einer andern gegebenen Geraden liegt. 

Lö ſung durch Reduktion auf A. 255, da ſich leicht ein zweiter 
Punkt der Peripherie des geſuchten Kreiſes beſtimmen läßt. 

Aufgabe 258. Um einen Punkt einen Kreis zu be— 
ſchreiben, ſo daß die von zwei andern Punkten an den— 
ſelben gezogenen Tangenten einen gegebenen Winkel bilden. 

Löſung mittels O. 15. 

Aufgabe 259. Um ein Parallelogramm ein Rechteck ſo 
zu beſchreiben, daß zwei durch zwei Gegenecken des Pa— 
rallelogramms gehende Seiten desſelben in dieſen Punkten 
halbiert werden. 

Löſung leicht. 

Aufgabe 260. Von dem Durchſchnittspunkte zweier 
Tangenten aus an den Kreis eine Sekante ſo zu ziehen, 
daß die Bogen zwiſchen den Berührungspunkten und den 
Durchſchnitten der Sekante mit dem Kreiſe gleich werden. 

Löſung. Es ergiebt ſich leicht, daß das innere Stück der 
Sekante der Berührungsſehne gleich ſein muß. 

Aufgabe 261. Von dem Durchſchnitts punkte zweier 
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Sekanten aus eine dritte jo zu ziehen, daß die Bogen 
zwiſchen einem Durchſchnitte dieſer dritten Sekante mit 
der Peripherie undeinem Durchſchnitte der erſtern Sekanten 
einander gleich werden. 

Löſung. Es läßt ſich das innere Stück der dritten Sekante 
ähnlich wie bei A. 260 beſtimmen. 

Aufgabe 262. Zu einer Sekante eine zweite von dem— 
ſelben Punkte aus ſo zu ziehen, daß die Bogen zwiſchen den 
Durchſchnitten beider mit dem Kreiſe eine gegebene Summe 
bilden. 

Löſung durch Reduktion. Iſt PAB die gegebene, PX Y 
die geſuchte Sekante, jo daß AX + BY eine gegebene Größe ijt, 
jo mache man Bogen YC = AX, alſo BC gleich der gegebenen 
Summe, und löſe für die Sekanten PB und PC die A. 261. 

Aufgabe 263. In einen Kreisabſchnitt ein Viereck zu 
beſchreiben, deſſen eine Seite die Sehne des Abſchnittes 
iſt, wenn noch in der verlängerten Sehne der Durch— 
ſchnittspunkt mit der Gegenſeite und der Winkel der Dia— 
gonalen gegeben iſt. 

Löſung. Aus dem Winkel der Diagonalen und dem durch 
die Sehne gegebenen Peripheriewinkel iſt der Peripheriewinkel über 
der Gegenſeite, alſo auch dieſe ſelbſt beſtimmbar. 

Aufgabe 264. Die A. 262 mit der Abänderung, daß 
ſtatt der Summe die Differenz der entſtehenden Bogen 
eine gegebene ſein ſoll. 

Löſung durch Parallelverſchiebung und Berückſichtigung, daß 
zwiſchen zwei parallelen Sehnen gleiche Bogen liegen. 

Aufgabe 265. Aus vier gegebenen Strecken als Seiten 
ein Viereck jo zu fonftruieren, daß eine Diagonale einen 
Winkel halbiert. 

Löſung leicht durch einfache Umlegung einer der Seiten, welche 
den halbierten Winkel einſchließen, auf die andere. 

Aufgabe 266. Zwei Dreiecksſeiten ſo zu durchſchneiden, 
daß ein doppelt zentriſches Viereck (Sehnen- und Tan— 
gentenviereck zugleich) abgeſchnitten wird. 

Löſung. Die Richtung der an den eingeſchriebenen Kreis 
zu ziehenden Tangente iſt gegeben. 

Brockmann, Methodik. 7 
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Anmerkung. Auch die Verlängerungen zweier Dreiecksſeiten 
über die dritte kann man zu gleichem Zwecke durchſchneiden. 

Aufgabe 267. Zu drei Punkten auf der Peripherie 
eines Kreiſes einen vierten ſo zu beſtimmen, daß ein 
Tangentenviereck entſteht. 

Löſung reduziert ſich auf die Konſtruktion eines Dreiecks 
aus Grundlinie, Gegenwinkel und Differenz der beiden anderen 
Seiten. 

Aufgabe 268. Zu drei Tangenten an einem Kreiſe 
eine vierte ſo zu konſtruieren, daß ein Sehnenviereck 
entſteht. 

Löſung wie zu A. 266. 

Aufgabe 269. In einen Kreis ein rechtwinkliges 
Dreieck ſo zu beſchreiben, daß die Katheten jede durch 
einen gegebenen Punkt gehen. 

Löſung durch O. 6. 

Aufgabe 270. Ein Dreieck aus einer Höhe und der 
zugehörigen Mittellinie ſo zu konſtruieren, daß die zu— 
gehörige Seite doppelt ſo groß wird, wie eine der anderen 
Seiten. (Aus ha, m. und a= 20.) 

Lö ſung einfach. 

Aufgabe 271. Um ein Quadrat ein anderes zu be— 
ſchreiben, deſſen Seite gegeben iſt. 

Löſung durch die Konſtruktion eines rechtwinkligen Dreiecks 
aus der Hypotenuſe und der Summe der Katheten. 

Aufgabe 272. Einen Kreis zu konſtruieren, jo daß 
zu zwei Sehnen von gegebener Größe Bogen gehören, von 
denen der eine doppelt ſo groß iſt, als der andere. 

Löſung. Wenn man ſich die gegebenen Sehnen von einem 
Punkte aus eingelegt denkt, ſo laſſen ſich die Endpunkte derſelben 
beſtimmen. Ein Kreis um das ſo erhaltene Dreieck iſt der geſuchte. 

Aufgabe 273. Auf einer Geraden zwei Punkte in 
gleicher Entfernung von einem gegebenen Punkte ſo zu 
beſtimmen, daß ihre Entfernung in einem andern ge— 
gebenen Punkte unter gegebenem Winkel erſcheint. 

Löſung ſehr leicht mittels O. 15. 

Aufgabe 274. Ein Dreieck zu fonftruieren aus einem 


http://rcin.org.pl 


IV. Übungsbeiſpiele. 99 


Winkel, der Differenz der einſchließenden Seiten und der 
Differenz der Abſchnitte, in welche die gegenüber liegende 
Seite durch die betreffende Höhe geteilt wird. 

Löſung. Trägt man von A aus auf AB und AC die gegebenen 
Differenzen als AD und AL ab, jo läßt ſich aus der Gleichheit 
von BD, BE und BC die Größe des Winkels ALD beſtimmen. 
Derſelbe iſt gleich 2R —4B, wenn B der gegebene Winkel iſt. 

Aufgabe 275. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, dem Gegenwinkel und der Summe aus einer der 
beiden andern Seiten und einem Vielfachen der dritten 
Seite. (Aus a, A und b+n.c.) 

Löſung. Verlängert man Seite b über A hinaus um n.c 
bis D, jo iſt Dreieck BAD ſeiner Form nach gegeben. Dann 
legt man von C aus die gegebene Seite a mit dem andern End— 
punkte auf DB und kann das verlangte Dreieck durch eine Pa— 
rallele erhalten. 

Aufgabe 276. Ein Sehnenviereck zu konſtruieren aus 
zwei gegenüber liegenden Seiten und den beiden Dia— 
gonalen. 

Löſung. Iſt ABCD das verlangte Sehnenviereck, von 
welchem die Gegenſeiten BC(=b) und DA (= d), fowie die 
Diagonalen 40 e und BD =f gegeben find, und man zieht 
BF | bis in DA, fo läßt ſich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 
BDF und ABC die Länge DF, ſowie das Verhältnis BA: BF 
(=e:f) beſtimmen. Der Punkt B ift dann durch zwei Orter 
zu konſtruieren und auch die vierte Ecke C leicht zu beſtimmen. 

Aufgabe 277. Ein Dreieck zu konſtruieren, von welchem 
die Durchſchnittspunkte ſeiner Höhen mit der Peripherie 
des umgeſchriebenen Kreiſes gegeben ſind. 

Löſung. Die Lote aus dem Mittelpunkte des Kreiſes auf 
die Verbindungslinien der Durchſchnittspunkte geben die Ecken des 
geſuchten Dreiecks. 

Aufgabe 278. In einem Kreiſe einen Diameter ſo zu 
ziehen, daß das Lot auf denſelben von einem Punkte 
außerhalb des Kreiſes die mittlere Proportionale zwiſchen 
ſeinen Abſtänden werde. 

Löſung. Iſt M der Kreismittelpunkt, PX das Lot auf dem 

7 * 
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Diameter AMB und XY Tangente des Kreiſes, jo ergiebt jich 
PN XF MH P- MX? = MX? — r und daraus 2M X? 
= MP? + r?, woraus fih MX der Größe und Lage nach ergiebt. 

Aufgabe 279. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite, einem anliegenden Winkel und der Differenz 
zwiſchen der Gegenſeite dieſes Winkels und der Höhe 
auf die erſte Seite. (Aus a, B und 5 — 4.) 

Löſung. Verlängert man die Höhe / über a hinaus, fo 
daß 4E = AC wird, jo iſt die dritte Ecke A des geſuchten Dreiecks 
der Mittelpunkt des Kreiſes, welcher durch C geht und die Parallele, 
welche durch E zu a gezogen wird, berührt. 

Aufgabe 280. In einen Kreis ein Dreieck zu kon— 
ftruieren, von dem eine Seite der Größe und Richtung 
nach gegeben iſt, wenn die Halbierungslinie des Gegen— 
winkels durch einen gegebenen Punkt gehen ſoll. 

Löſung ergiebt ſich leicht, da die Mitte des Bogens BC ein 
zweiter Punkt des Winkelhalbierers iſt. 

Aufgabe 281. Zur Konſtruktion eines Dreiecks fei die 
Richtung einer Seite, die Halbierungslinie des gegen— 
über liegenden Winkels und ein Punkt dieſer gegeben. 

Löſung durch die Ahnlichkeitsmethode, da eine beliebige Sehne 
des Kreiſes von der gegebenen Richtung der Seite a die Mitte 
des zugehörigen Bogens beſtimmt. 

Aufgabe 282. Zwiſchen zwei Dreiecksſeiten eine ge— 
gebene Strecke ſo einzulegen, daß die Abſchnitte dieſer an 
der dritten Seite ein gegebenes Verhältnis haben. 

Löſung. It X dieſe Strecke zwiſchen AB und BC und 
AX: CTA mn, ſo nehme man CD beliebig und die Parallele 
DE zu AB jo, daß DE: DC m: n iſt, und beſtimme in CL 
den Punkt Y’ mittels eines Kreiſes um A, deſſen Radius die ge— 
gebene Strecke iſt. Dann giebt die Parallele durch Y zu DE den 
Punkt F. 

Aufgabe 283. Ein Dreieck zu fonftruieren, wovon eine 
Ecke, der Höhendurchſchnitt und der Punkt gegeben iſt, 
in welchem der zu jener Ecke gehörige Radius des um— 
geſchriebenen Kreiſes die Gegenſeite trifft. (Gegeben 
Ecken A, H und D,.) 
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Löſung. Unmittelbar gegeben find die Dreiecke AHD, und 
AH,D, (Ha ift der Fußpunkt der Höhe aus 4). Da nun der 
obere Höhenabſchnitt doppelt ſo groß iſt, wie die Mittelſenkrechte 
auf der Gegenſeite, ſo läßt ſich der Mittelpunkt des umgeſchriebenen 
Kreiſes, dieſer ſelbſt und durch dieſen die Eckpunkte B und C leicht 
beſtimmen. 

Aufgabe 284. Statt De in der vorigen Aufgabe ſoll 
D, gegeben fein. (Dreieck aus A, H und D,.) 

Löſung. Unmittelbar gegeben iſt A AHD, Beſchreibt 
man um ABC den Kreis und verlängert BD, bis in in die 
Peripherie desſelben, jo ijt & ABL = ACE = HAD, Daraus 
ergiebt fic) für B ein Ort, der andere ift das Lot von H auf AD,. 

Aufgabe 285. In ein Dreieck ein einem anderen ähn— 
liches ſo zu beſchreiben, daß eine Ecke desſelben in einen 
gegebenen Punkt einer Seite fällt. 

Löſung. Iſt DX das verlangte Dreieck und D die ge— 
gebene Ecke in BC, und man beſchreibt um dasſelbe den Kreis, jo 
entſtehen am Durchſchnitt 2 desſelben mit der Verbindungslinie 
DA die Winkel XED und YED, welche bekannten Winkeln 
gleich ſind. Wenn man daher in einem beliebigen Punkte E' 
jener Verbindungslinie dieſe Winkel durch E’X’ und E’Y’ anlegt, 
jo wird X' der geſuchten XY parallel, daher iſt die Aufgabe 
auf A. 125 reduziert, welche man auch ſo löſen kann: Um das 
beliebige Dreieck EX“ beichreibe man einen Kreis. Dieſer 
ſchneide DA in D’, dann find DX und DY Parallelen zu D’X’ 
und D“. 

Aufgabe 286. In ein Parallelogramm einen Rhombus 
zu beſchreiben, deſſen Diagonalen ein gegebenes Ver— 
hältnis haben. 

Löſung auf die vorige Aufgabe zurückzuführen, da das 
Parallelogramm und der einzuſchreibende Rhombus denſelben 
Diagonalendurchſchnitt haben. 

Aufgabe 287. In ein Dreieck ein anderes zu be— 
ſchreiben, deſſen Seiten zu den Seiten des erſten ſenk— 
recht ſtehen. 

Löſung wie zu A. 285, wovon dieſe Aufgabe ein ſpezieller Fall. 
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Aufgabe 288. Durch zwei Punkte bis an zwei einander 
ſchneidende Gerade zwei Gerade ſo zu legen, daß die 
Stücke bis an die Geraden ein gegebenes Verhältnis 
haben und die Geraden einen gegebenen Winkel mitein— 
ander bilden. 

Löſung. Sind AX und BY durch A und B bis an die 
Geraden MC und NC fo gelegt, daß AX: BY mn iſt und 
daß fie den gegebenen Winkel ꝙ einſchließen, jo verſchiebe man XA 
und YB parallel mit ſich nach CA’ und CB’, wodurch die Auf— 
gabe auf A. 275 reduziert wird, da & A’CB’ ꝙ wird. 

Aufgabe 289 und 290. In ein Kreisſegment ein gleich— 
ſchenkliges Dreieck ſo einzuzeichnen, daß die Spitze des— 
ſelben im Mittelpunkte der zugehörigen Sehne liege und 
die Grundlinie und Höhe desſelben eine gegebene Summe 
(oder Differenz) bilden. 

Löſung. Verlängert man im erſtern Falle die Höhe CL’ des 
geſuchten Dreiecks um die Grundlinie, ſo läßt ſich der Durchſchnitt 
der Verbindungslinie des Endpunktes der Verlängerung mit einem 
Endpunkte der Grundlinie und der Sehne einfach beſtimmen. — 
Im andern Falle lege man die Grundlinie auf die Höhe und ver— 
fahre ebenſo. 

Aufgabe 291. Von einem Dreiecke fei die Seite AB e 
der Größe und Lage nach gegeben, ferner der Winkel 4 
und der Durchſchnitt D der Seite AB mit dem zu C ge- 
hörigen Durchmeſſer des umgeſchriebenen Kreiſes; das— 
ſelbe zu konſtruieren. 

Löſung. Iſt IZ der Mittelpunkt des umgeſchriebenen Kreiſes, 
fo erkennt man leicht, daß K BMD ein gegebener iſt. Der Mittel: 
punkt iſt alſo durch zwei Orter gegeben. 

Aufgabe 292. Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite (a) und dem gegenüber liegenden Winkel (A), wenn 
die Stücke bekannt find, in welche eine Transverſale AD 
den Winkel A und die Seite a teilt. 

Löſung. Durch den bekannten umgeſchriebenen Kreis kann 
man mit Hilfe der gegebenen Winkelſtücke in einfachſter Weiſe 
außer D einen zweiten Punkt der Transverſale beſtimmen. 
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§ 28. Schließlich möge noch das renommierte Berührungs— 
problem des Apollonius hier eine Stelle finden, damit wir dem 
ſonſt berechtigten Vorwurfe entgehen, eine fühlbare Lücke gelaſſen 
zu haben. Nach dem Berichte des Pappus hatte Apollonius 
in zwei verloren gegangenen Büchern weol éxaqar fein Problem 
behandelt: Wenn von Punkten, Geraden und Kreiſen irgend drei 
der Lage nach gegeben ſind, einen Kreis zu beſchreiben, welcher 
durch die gegebenen Punkte geht und die gegebenen Geraden und 
Kreiſe berührt.“) 

In dieſem Berichte vereinfacht Pappus das Problem des 
Apollonius gleichſam als Vorbereitung auf dasſelbe dahin, daß 
er ſtatt dreier Elemente nur zwei als gegeben annimmt und einen 
Kreis zu konſtruieren verlangt, deſſen Radius gegeben iſt. Dies 
ſo modifizierte Problem des Pappus umfaßt ſechs Aufgaben, nämlich: 

Mit gegebenem Radius einen Kreis zu beſchreiben, 
welcher 

Aufgabe 293. Durch zwei gegebene Punkte geht, 

Aufgabe 294. Durch einen gegebenen Punkt geht und 
eine gegebene Gerade berührt, 

Aufgabe 295. Durch einen Punkt geht und einen ge— 
gebenen Kreis berührt, 

Aufgabe 296. Zwei Gerade berührt, 

Aufgabe 297. Eine Gerade und einen Kreis berührt, 

Aufgabe 298. Zwei gegebene Kreiſe berührt. 

Die Löſung dieſer ſechs Aufgaben läßt ſich durch alleinige 
Anwendung einfach zu beſtimmender Orter bewirken. 

Zum Übergang zum eigentlichen Berührungsproblem des 
Apollonius iſt indes noch eine andere Modifikation desſelben 
ſehr zweckmäßig, nämlich die Löſung der Aufgabe: 

Gegeben ſind drei obiger Elemente, und zwar ſtets darunter 
ein Punkt auf einer Geraden oder auf der Peripherie eines Kreiſes; 
einen Kreis zu konſtruieren, welcher die gegebene Gerade oder den 


*) Eine Wiederherſtellung der verlorenen Schrift des Apollonius hat 
bekanntlich Franciscus Vieta durch die im Jahre 1600 herausgegebene 
Schrift verſucht: Apollonius Gallus, seu exsuscitati Apollonii Pergaei 
negl éxapay geometria. 
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gegebenen Kreis in dem auf dieſem Elemente gegebenen Punkte 
berührt. 

Wiederum ergeben ſich ſechs Aufgaben, nämlich: 

Einen Kreis zu beſchreiben, deſſen Berührung mit 
der Geraden oder dem Kreiſe in dem gegebenen Punkte 
ſtattfindet, wenn gegeben ſind 

Aufgabe 299. Ein Punkt und eine Gerade mit einem 
Punkte auf ihr, 

Aufgabe 300. Ein Punkt und ein Kreis mit einem Punkte 
in ſeiner Peripherie, 

Aufgabe 301. Zwei Gerade und ein Punkt auf einer 
derſelben, 

Aufgabe 302. Eine Gerade und ein Kreis mit einem 
Punkte auf der Geraden, 

Aufgabe 303. Ein Kreis und eine Gerade mit einem 
Punkte auf der Peripherie des Kreiſes, 

Aufgabe 304. Zwei Kreiſe und ein Punkt auf dem Um: 
fange des einen Kreiſes. 

Die Löſung auch dieſer ſechs Aufgaben iſt einfach. A. 299 
wird nämlich gelöſt durch O. 3 und 8; A. 300 durch O. 3 und 10; 
A. 301 durch O. 5 und 8; A. 302 und 303 finden ihre Er- 
ledigung durch einfache Beſtimmung des jedesmaligen anderen Be— 
rührungspunktes; denn wenn ein Kreis eine Gerade und einen 
anderen Kreis berührt, ſo liegen die Berührungspunkte in einer 
Geraden mit dem einen Endpunkte des auf der Geraden ſenkrechten 
Diameters des berührten Kreiſes. Auch bei A. 304 läßt ſich der 
Berührungspunkt auf dem andern Kreiſe beſtimmen, da beide mit 
einem Ahnlichkeitspunkte der beiden Kreiſe in einer Geraden liegen. 
Einen anderen Weg der Löſung erhält man, wenn man dieſe Auf— 
gaben als ſpezielle Fälle des eigentlichen Berührungsproblems 
anſieht, das nun folgen ſoll. 

Da drei Elemente ſich mit Wiederholung zu drei auf 


22 = 10 Arten kombinieren laſſen, jo enthält die Apolloniſche 


Berührungsaufgabe zehn Aufgaben, nämlich 
Einen Kreis zu beſchreiben, welcher 
Aufgabe 305. Durch drei gegebene Punkte geht, 
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Aufgabe 306. Durch zwei gegebene Punkte geht und 
eine gegebene Gerade berührt, 

Aufgabe 307. Durch zwei Punkte geht und einen ge— 
gebenen Kreis berührt, 

Aufgabe 308. Durch einen Punkt geht und zwei Gerade 
berührt, 

Aufgabe 309. Durch einen Punkt geht und eine Gerade 
und einen Kreis berührt, 

Aufgabe 310. Durch einen Punkt geht und zwei Kreiſe 
berührt, 

Aufgabe 311. Drei Gerade berührt, 

Aufgabe 312. Zwei Gerade und einen Kreis berührt, 

Aufgabe 313. Eine Gerade und zwei Kreiſe berührt, 

Aufgabe 314. Drei Kreiſe berührt. 

Die Aufgaben 305 und 311 dürfen wir, da ſie als im 
planimetriſchen Syſteme unerläßliche Elementaraufgaben voraus— 
geſetzt werden, hier übergehen. Die Löſungen der übrigen wollen 
wir kurz andeuten. 

Zu Aufgabe 306. 

Schneidet die Verbindungslinie der gegebenen Punkte B und 
A die gegebene Gerade in C, jo kann man in der Geraden den 
Berührungspunkt auf Grund des Tangentenſatzes beſtimmen. Zwei 
Löſungen! 

Iſt die Verbindungslinie der Punkte parallel zur gegebenen 
Geraden, ſo läßt ſich der Berührungspunkt leichter beſtimmen. 
Eine Löſung! 

Zu Aufgabe 307. 

Die gemeinſchaftliche Tangente und die Verbindungslinie der 
gegebenen Punkte ſchneiden einander im Potenzzentrum, welches 
man durch einen beliebigen Kreis durch die gegebenen Punkte 
einfach beſtimmen kann. Die Tangenten aus denſelben an den 
gegebenen Kreis beſtimmen die Berührungspunkte. Zwei Löſungen! 

Zu Aufgabe 308. 

Löſung auf A. 307 zu reduzieren, da der geſuchte Kreis 
auch durch den Gegenpunkt des gegebenen Punktes in Bezug auf 
die den Winkel der beiden Geraden halbierenden Gerade gehen muß. 
Sind die gegebenen Geraden parallel, ſo iſt die Löſung einfacher. 
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Zu Aufgabe 309. 

Löſung ähnlich wie zu A. 302 oder 303. 

Zu Aufgabe 310. 

Löſung mittels eines konzentriſchen Kreiſes auf A. 307 zu 
reduzieren. 

Zu Aufgabe 312. 

Löſung mittels eines konzentriſchen Kreiſes auf A. 308 zu 
reduzieren. 

Zu Aufgabe 313. 

Löſung durch einen konzentriſchen Kreis auf A. 309 zu 
reduzieren. 

Zu Aufgabe 314. 

Löſung durch einen konzentriſchen Kreis auf A. 310 zu 
reduzieren. 


V. Nachtrag. 


§ 29. Damit der ſtrengen Wiſſenſchaftlichkeit genügt werde, 
mögen hier noch einige Aufgaben Behandlung finden, auf welche 
wir im Vorhergehenden wiederholt Löſungen reduziert haben, die 
man aber trotz der Einfachheit ihrer Löſung nicht zu den Elementar— 
aufgaben des Syſtems zu rechnen pflegt. Wegen ihrer Bedeutung 
für die Reduktion infolge ihrer häufigen Anwendbarkeit werden 
wir dieſelben ausführlich behandeln, zumal dieſelben als früheſtes 
Übungsmaterial beſtens empfohlen werden können. 

1. Durch einen Punkt zwiſchen den Schenkeln eines 
Winkels eine Gerade ſo zwiſchen die Schenkel zu legen, 
daß ſie in jenem Punkte halbiert wird. 

Löſung. Iſt die Gerade X zwiſchen den Schenkeln AB 
und AC des Winkels BAC in P halbiert, und man legt etwa 
durch X eine Parallele zu AC, dann wird jede durch 7 zwiſchen 
den Schenkel AC und die Parallele gelegte Gerade EPD in P 
halbiert. Es läßt ſich alſo mittels einer beliebigen PD, die man 
über P bis E um ſich ſelbſt verlängert, und durch die Parallele 
durch E zu 40 der Punkt X beſtimmen. (Meiſt findet man bei 
der Löſungsangabe dieſer Aufgabe als die willkürliche Gerade die 
Verbindung des Punktes P mit dem Scheitel des Winkels. Der 
Vorteil dieſer Geraden beſteht dann darin, daß die Parallele durch 
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den Endpunkt ihrer Verlängerung zu jedem der beiden Schenkel 
gezogen werden kann.) 

Zieht man durch P eine Parallele zu AC bis in AB, jo 
wird AX halbiert, woraus ſich eine andere Art ergiebt, den Punkt 
X zu beſtimmen. 

Zuſatz. Sollen die Stücke XP und PY das Verhältnis 
m:n haben, fo ergiebt die Betrachtung der entſprechenden Dreiecke, 
welche in dieſem Falle ähnlich ſind, ebenſo einfache Löſungen. — 
Für die Determination iſt zu beachten, daß die Löſung der Auf— 
gaben für zwei parallele Gerade im allgemeinen unmöglich iſt; 
denn das Verhältnis der Stücke einer jeden zwiſchengelegten Ge— 
raden iſt konſtant. — Die Löſung bleibt für beide Fälle analog 
und einfach, wenn der gegebene Punkt außerhalb des Winkels liegt, 
und die zu ziehende Gerade durch den einen Schenkel halbiert oder 
nach einem gegebenen Verhältnis geteilt werden ſoll. 

2. Zwiſchen zwei Kreisperipherien eine Gerade zu 
legen, welche in einem gegebenen Punkte halbiert (oder 
nach einem gegebenen Verhältniſſe geteilt) wird. 

Löſung. Iſt X die geſuchte Gerade, welche fo zwiſchen 
den Peripherien der Kreiſe WZ und M. liegt, daß X = PY it, 
fo verlängere man MP über P bis N um ſich ſelbſt. Die Be: 
trachtung des Parallelogramms XMYN giebt leicht die Analyſis 
für den erſtern Fall. Im zweiten Falle erhält man leicht zwei 
ähnliche Dreiecke MXP und NYP, welche ebenfalls eine einfache 
Analyſis ergeben. 

Zuſatz. Statt des einen der beiden Kreiſe kann auch eine 
Gerade gegeben ſein, was die Löſung nur unweſentlich modifiziert. 
— Behufs der Determination beachte man den doppelten Durch— 
ſchnitt einer Geraden mit einer Kreisperipherie! 

3. Durch einen Punkt innerhalb eines Kreiſes eine 
Sehne zu legen, welche in dieſem Punkte halbiert wird. 

Löſung leicht, wenn man berückſichtigt, daß die Verbindungs— 
linie des Mittelpunktes einer Sehne mit dem Kreismittelpunkte 
auf der Sehne ſenkrecht ſteht. 

4. Auf einer Geraden (oder einer Kreisperipherie) 
einen Punkt zu beſtimmen, von welchem aus die Tangente 
an einen gegebenen Kreis von gegebener Länge ſei. 
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Löſung. Die Entfernung des geſuchten Punktes vom Mittel⸗ 
punkte des berührten Kreiſes läßt ſich als Hypotenuſe eines recht— 
winkligen Dreiecks beſtimmen, deſſen Katheten gegeben ſind. — Iſt 
im erſtern Falle die Entfernung des Mittelpunktes M von der 
gegebenen Geraden — a, jo muß die gegebene Länge der Tangente 
mindeſtens Ya? — „ ſein; eine obere Grenze giebt es nicht. Wird 
aber der Punkt auf der Peripherie eines Kreiſes mit dem Radius „ 
geſucht, und iſt die Centrale beider Kreiſe e yr d, jo 
muß t mindeſtens = Vir + d — Pr = V = —r2 fein 
und darf die Größe Vic + 7’)? — r? nicht überſchreiten. 

5. In einen gegebenen Kreis eine Sehne von ge— 
gebener Größe ſo zu legen, daß ſie zu einer gegebenen 
Geraden parallel iſt (oder auf ihr ſenkrecht ſteht). 

Löſung einfach, da ſich in beiden Fällen ein konzentriſcher 
Kreis beſtimmen läßt, an welchem die geſuchte Sehne Tangente 
ſein muß, und ſich in jedem Falle leicht der Berührungspunkt 
angeben läßt. 

6. Von einer Geraden aus an einen Kreis eine Se— 
kante zu ziehen, welche in der Peripherie halbiert wird. 

Löſung. Eine ſolche Sekante iſt von jedem Punkte der Se— 
kante zwiſchen den Punkten A und B, deren Entfernung vom 
Mittelpunkte des Kreiſes deſſen dreifachem Radius gleich iſt, möglich 
und in einfachſter Weiſe zu konſtruiren; auch von jenen Punkten 
ſelbſt aus. 

Zuſatz. Soll die Kreisperipherie die Sekante nach dem Ver— 
hältniſſe m:n teilen, jo iſt die Löſung analog. Wenn das Stück 
zwiſchen der Geraden und dem Kreiſe kleiner werden ſoll, als die 
entſtehende Sehne, ſo liegen die Punkte der Geraden, von denen 
aus die geforderte Sekante möglich iſt, innerhalb der oben an— 
gegebenen Grenzen, im umgekehrten Falle rücken dieſe Grenzen 
weiter hinaus. 

7. Die Sekante ſoll von der Peripherie eines zweiten 
Kreiſes aus gezogen werden. 

Löſung. Die Grenzen, innerhalb welcher die Punkte auf der 
Peripherie des zweiten Kreiſes liegen müſſen, daß die verlangte 
Sekante möglich ſei, kann man, wie vorhin, in einfacher Weiſe 
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feſtſetzen. — Für den Fall eines gegebenen Verhältniſſes iſt ein 
ähnlicher Zuſatz zu machen, wie vorhin. 

8. Zwiſchen zwei Kreisperipherien eine Gerade von 
gegebener Länge parallel der Centrale einzulegen. 

Löſung mittels eines konſtruierbaren Parallelogramms, wenn 
man die gegebene Länge von einem Mittelpunkte aus auf der 
Centrale abträgt. — Man berückſichtige die vier verſchiedenen Lagen 
der Geraden, welche dieſe infolge des doppelten Durchſchnittes mit 
jedem Kreiſe haben kann; für jede Lage iſt die gegebene Länge in 
der angegebenen Weiſe abzutragen. 

Zur Determination ſei bemerkt, daß das abſolute Minimum 
der gegebenen Länge d, das abſolute Maximum ¢ + 7 + r’ bez 
trägt, wenn wir, wie in 4, bezeichnen. 

9. Die gegebene Länge ſoll parallel einer andern ge— 
gebenen Geraden eingelegt werden. 

Löſung wird in ähnlicher Weiſe wie bei 8 erhalten, wenn 
man die gegebene Gerade parallel mit ſich in den einen Mittel— 
punkt verſchiebt. Auch hier ſind die vier verſchiedenen Lagen zu 
berückſichtigen. 

Die Determination hängt von dem Winkel ab, den die 
gegebene Gerade mit der Centrale der beiden Kreiſe macht. Der— 
ſelbe darf überhaupt nicht größer ſein, als der Winkel zwiſchen 
der Centrale und der gemeinſchaftlichen innern Tangente. (Vergl. 
Determination zu A. 81.) 

10. Eine gegebene Strecke ſo zu teilen, daß die Teile 
ſich wie zwei Quadrate (m?:n?) verhalten. 

Löſung. Macht man aus m und „ als Katheten ein recht: 
winkliges Dreieck ABC, fo wird die Hypotenuſe desſelben BC 
durch das Lot AD fo geteilt, daß D: C = m: n iſt. Das 
Weitere iſt nach der Ahnlichkeitsmethode leicht auszuführen, indem 
man die gegebene Strecke parallel zu BC als Hypotenuſe einlegt 
und AD bis in dieſe verlängert. 

11. Eine gegebene Strecke ſo zu teilen, daß die Qua— 
drate der Stücke ſich wie zwei Gerade (m:n) verhalten. 

Löſung. Iſt a die zu teilende Strecke und x der eine Teil, 
jo daß 22 (4 — 4) = m: n, ſo ſetze man 47: (a — x)?= : mn, 
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oder wenn mn = iſt, c:a—x—m:p, woraus man erhält 
L:a=m:m-+ p, was leicht zu konſtruieren iſt. 

Oder man konſtruiere ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem 
die Kathetenprojektionen fic) wie m:n verhalten, und teile alsdann 
die gegebene Strecke nach dem Verhältnis der Katheten dieſes 
Dreiecks. — Der Anſchaulichkeit wegen dürfte dieſe zweite Löſung. 
vorzuziehen ſein. 

12. Den geometriſchen Ort für die Punkte zu be— 
ſtimmen, deren Entfernungen von zwei gegebenen Geraden 
ein gegebenes Verhältnis haben. 

Löſung. Mittels zwei Parallelen zu den gegebenen Geraden 
in Abſtänden von denſelben, die das gegebene Verhältnis haben, 
beſtimme man einen Punkt dieſer Art, dann ift die Verbindungs- 
linie desſelben mit dem Durchſchnitt der Geraden der geſuchte Ort. 
— Für zwei parallele Gerade iſt eine dritte Parallele, welche ein 
gemeinſchaftliches Lot zu den gegebenen Parallelen nach dem ge— 
gebenen Verhältnis teilt, der geſuchte Ort. 

13. Von einem Punkte zu einer Kreisperipherie eine 
Gerade zu ziehen, welche von einer gegebenen Geraden 
halbiert (odernacheinemgegebenen Verhältnisgeteilt) wird. 

Löſung wird leicht gefunden, wenn man den gegebenen Punkt 
mit dem Kreismittelpunkte, dieſen mit dem Durchſchnitte (man be— 
achte beide möglichen Durchſchnitte) der geſuchten Geraden verbindet, 
und durch den Durchſchnitt mit der gegebenen Geraden eine Pa— 
rallele zu jenem Radius zieht. In beiden Fällen läßt ſich der 
Durchſchnitt dieſer Parallele mit der erſten Verbindungslinie und 
ihre Größe beſtimmen. 

14. Von einem Punkte in dem Umfange des äußeren 
zweier konzentriſchen Kreiſe nach der Peripherie des 
innern eine Gerade zu ziehen, welche durch die Peripherie 
des letztern halbiert (oder nach gegebenem Verhältnis ge— 
teilt) wird. (Vergl. A. 209.) 

Löſung. Verbindet man den gegebenen Punkt 4 mit dem 
gemeinſamen Mittelpunkte N, dieſen mit den beiden Durchſchnitts— 
punkten X und Y auf der Peripherie des inneren Kreiſes und 
zieht XB || MY bis in AM, fo läßt ſich in beiden Fällen ſowohl 
der Punkt B als auch die Länge BX beſtimmen. 
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15. Durch einen Durchſchnittspunkt zweier Kreiſe in 
dieſe eine Gerade zu legen, daß die entſtehenden Sehnen 
eine gegebene Summe bilden und beide zu gleichen Pe— 
ripheriewinkeln gehören. (S. A. 156.) 

Löſung. Iſt durch den Durchſchnitt D der beiden Kreiſe um N 
und WM’ die Gerade BDC jo in die Kreiſe gelegt, daß BD+ DC=a 
ift, und nachdem ME LB D, M’F_1 DC gezogen, << D =D, 
fo if = = ri d. h. die Sehnen müſſen ſich wie die entſprechenden 
Radien verhalten; es muß alſo fein: DB:DC=r:r. Da nun 
DE + DC =a gegeben ift, fo laſſen ſich mit Hilfe des bekannten 
Verhältniſſes die Sehnen einzeln beſtimmen. Man erhält nämlich 
BD: a r: ru, und DC:a=r:r+r’. 

Zuſatz. Die Löſung bleibt ebenſo einfach, wenn ſtatt der Summe 
der Sehnen ihre Differenz, ihr Rechteck, Quadratſumme, Quadrat- 
differenz oder eine andere Kombination ähnlicher Art gegeben iſt. 
(Vergl. § 14.) 
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